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de doute sui* les égards c(u’il devait à un 
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de ^Daraitre smis vos auspices. Mais je sais , 
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PRÉFACE. 


Jüsqd’ici l’enseignement de la Mécanique se 
donnait dans les classes de mathématiques trans- 
cendantes : rUnivcrsité impériale a réglé les 
choses d’une manière différente; car d’une part, 
cette classe n’existe pas dans tous les lycées ; et 
de l’autre, celle de mathématiques spéciales, étant 
sur-tout composée d’élèves qui se préparent aux 
examens de l’Ecole Polytechnique, on a senti 
qu’il leur serait très-utile de trouver dans cette 
classe toutes les ressources qui peuvent favoriser 
leur dessein. C’est sans doute pour cela que les 
nouveaux règlemens ont accordé l’enseigne- 
ment de la Statique au professeur de mathé- 
matiques spéciales, et ont réservé le reste de 
la mécanique pour les mathématiques trans- 
cendantes. 

L'ouvrage de mécanique destiné à l’instruc- 
tion des élèves était dirigé vers le même but 
qu’on se propose aujourd’hui ; mais les moyens 
de l’atteindre sont devenus un peu différeus. On 



PREFACE. ' 


pouvait craindi'e que les développemens n’y 
fussent plus suffisans , pour des disciples dont 
l’instruction- préliminaire n’a plus assez d’éten- 
due J tandis que dans d’autres parties , les doc- 
trines seraient au contraire superflues , en ce 
qu’elles reposeraient sur des théorèmes , qui ne 
sont pas compris dans les limites des connais- 
sances exigées des étudians. Et , en eflet , la 
statique n’est pas nécessaire en entier aux can- 
didats de l’Ecole Polytechnique. D’ailleurs un 
grand nombre d’entre eux pouvait être gêné 
par la nécessité d’acheter un ouvrage dont les 
deux tiers ne doivent pas leur être enseignés 
actuellement. 

Il y a plus ; dans un traité complet de méca- 
nique, ce4i’cst point assez que chaque doctrine 
ait reçu le degré de clarté et de rigueur dont elle 
est susceptible ; il faut encore que l’auteur ne 
perde jamais de vue le terme de son ouvrage , 
et l’enchaînement des propositions qui doivent 
le composer. 11 doit même préférer aux pro- 
cédés plus simples , ceux qui se lient le. mieux 
avec ceux qui lui deviendront nécessaires par la 
suite. Mais une partie de ces difficultés cesse 
d’exister dès qu’il ne doit plus traiter qu’une 
branche de la science: il tombe dans la nécessité 
de se restreindre dans des bornes plus étroites » 
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PREFACE. . ix 

Cl de sacrifier tout ce qui s’éloigne de la sim- 
plicité du plan qu’il s’est tracé. 

Ces considérations m’ont déterminé à offrir 
cet ouvrage au public. Il est rédigé dans le 
même esprit que celui qu’il a daigné accueillir 
dans quatre éditions consécutives. Cependant si 
on remarque que toutes les parties ont été 
refaites et rédigées dans le but dont il vient 
d’être question ; que les applications, les théories 
et tous les développemens sont présentés d’une 
façon différente ; on ne sera pas étonné que 
nous l’ayons considéré comme nouveau. Nous 
nous contenterons de citer ici la doctrine des 
centres de gravité comme exemple de ce que 
nous venons d’avancer. 

On trouvera dans cet ouvrage précisément 
tout ce qui est exigé par le programme d’ad- 
mission à l’Eçole Polytechnique ; flous avons 
rejeté dans des Notes , pour l’utilité des élèves 
qui souhaitent pousser plus loin leur instruc- 
tion , plusieurs doctrines importantes , mais 
d’un ordre de diflicultés plus élevé ; tels sont 
les théorèmes du frottement et de l’équilibre 
des forces qui agissent sur un corps solide , 
libre ou retenu par un point , ou un axe fixes. 
On pourra donc considérer ceTraité de Statique 
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comme ufie introduction à celui de mécanique^ 
que est toujouis propre à l’enseignement des 
autres parties , et qui en outre complette ce 
que le premier peut laisser à desirer , lors- 
qu’on. veut embrasser la^ science dans toute 
son étendue , et avec les ressources du calcul 
difTérentiel. 


La mécanique recherche les effets que lés 
puissances doivent produire sur les corps soumis - 
à leur action : si les forces se détruisent , on 
dit qu’e//ej se font équilibre; sinon le corps 
prend un mouvement dont la nature dépend de 
l’état du système. L’équilibre et le mouvement 
sont donc l’objet de la mécanique. C’est pour 
cela qu’on l’a divisée en quatre parties : 

La Slatiçue ou science de l'équilibre t jes corps 

La Dynamique ou science du mouvement.. . . j «oLdes. 

U Hydrostatique ou science de l’équilibre. . . .1 des corps 
H Hydrodynamique ou science du mouvement, j flmdai. 

La première de ces divisions doit ici seule 
nous occuper j et pour en mieux concevoir 
les limites , nous emprunterons de M. Prony 
le passage suivant ( vojez la Mécanique philoso- 
phique ). 
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PREFACE. 

« Uoe science quelconque a toujours pour 
K bases ou matériaux primitifs un certain nom- 
« bre de notions abstraites ou idées générales 
« qu’elle emprunte ou de Y intelligence niojenne, 
« ou des sciences intermédiaires. Les opéra- 
« ^ons de l’entendement , dont ces idées sont 
« le résultât , doivent avoir été faites d’avance 
V chez ceux qui veulent se livrer à l’étude de 
« cette science -, et ils y consacreraient kiutilc- 
« ment leur tems et leurs peines, sans Y aptitude 
« que cette préparation préliminaiire donne à 
•« leur esprit. » 

« Ainsi , dans la science de l’équilibre et du 
« mouvement dont nous allons nous occuper, 
« la première connaissance à donner à l’élève 
« se réduit à lui faire une récapitulation mé- 
« thodiquo de celles des idées abstraites aux- 
« quelles les exercices antérieurs de son esprit 
tf Fout déjà conduit , qu’il doit séparer des 
autres pour les considérer sous un point de 
if vue nouveau et particulier , et eu compo- 
«f ser diverses agrégations représentées par des 
« signes ejui forment les éléraens de la langue 
« scientifique. D’après cela , le texte de la pre- 
<f raière leçon de Finstituteur se trouve dans le 
« tableau suivant , où ces idées abstraites ou 
* matériairx primitifs sont compris et classés. » 
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« La mécanique considère en général;» , 

« Le tems ; » 

« La force ou puissance , envisage'e quant à se$ effets ; i« 

1 , (étendue, 

geomélnques.< - 
° ^ (figure. 0 

physiques.. . . 

« Les deux premiers élémens sont empruntés 
« de la métaphjsique ou idéologie , qui clle- 
«• même les a déduits des premiers produits du 
« sentiment ; les six autres sont tires de la géo- 
r métrie et de la physique y qui les tiennent 
« immédiatement de la métaphysique. » 

Pour ne pas compliquer les considérations , 
on ne ‘se sert pas sur-le-champ de ces trois no- 
tions à-la-fois , et on suppose d’abord que les 
corps qui sont soumis à l’examen , sont dé- 
pouillés de plusieurs de leurs propriétés. C’est 
ainsi que nous faisons d’abord abstraction de 
la notion du tems ; c’est-à-dire que nous re- 
cherchons quelles sont les dispositions conve- 
nables à diverses forces qui agissent sur un 
‘ système pour quelles le laissent dans le même. 


/masse. 

1 impénétrabilité, 

|mobilité. 

(inertie. 
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PREFACE. xiij 

ciat qu’avant : c’est en cela que consiste en effet 
la staliqu^ 

Pour étudier cette science , et analyser les 
divers cas qui peuvent se présenter, nous suivons 
les mêmes principes. Ainsi nous ne considérons 
d’abord le corps que comme jouissant de la 
faculté de se mouvoir ; et faisant abstraction 
des autres propriétés , nous ne combinons cette 
notion de la mobilité qu’avec celle de la force : 
ce qui nous conduit à examiner tous les états 
d’équilibre des forces qiii agissent sur un point 
matériel. Mais apres avoir épuisé tout ce qui 
résulte de ces deux notions, nous faisons entrer 
en considération la figure ; nous restituons aux 
corps l’étendue dont on les avait dépouillés par 
la pensée j et , continuant de faire abstraction 
du tems , nous achevons de traiter la statique. 

Comme la statique s’appuie sur quelques vé- 
rités physiques très*r simples , nous renvoyons 
aux traités justement estimés de MM. Haüy et 
Biot, pour tout ce. qui est du ressort de cette 
science ; c’est pour cela que nous ne donnons 
aucun développement sur la loi d’inertie , sur 
l’attraction , etc. Cependant nous croyons de- 
voir prévenir ici d’une chose qui pourrait in- 
duire en erreur , si nous négligions de nous y 
arrêter. 
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xiv PREFACE. 

La gravité est une force qui sollicite tous les 
corps de la nature en raison directe de leurs 
masses et inverse de leurs distances. C’est eu 
vertu de Cette loi que la terre décrit dans son 
orbite une courbe elliptique ( aux inégalités 
près); mais la dynamique apprend que lorsqu’un 
corps tourne sur un uxe , chacune de ses parties 
tend à s’écarter de cet axe , comme si elle était 
poussée par une force dirigée suivant le rayon 
du cercle décrit dans ce mouvement gyratoire, 
On doit donc considérer les corps qui sont 
situés à la surface de la terre , comme soumis 
à ces deux forces j i®. la gravité qui est dirigée 
au centre de la terre , et 5°. la force centrifuge 
qui agit vers le point de l’axe terrestre qui est 
le centre du cercle de latitude décrit dans le 
mouvement diurne. Ces deux forces sont direcr 
tement opposées sous l’équateur. Mais partout 
ailleurs elles forment un angle; et non-seule- 
ment l’effet de la gravité en est diminué , mafs 
en outre la résultante prend une autre diicc- 
tion , qui est normale à la surface des_ eaux 
ti’anquilles. C’est cette résultante que nous nom- 
mons pesanteur. 

» f .1 

On voit donc qu’on ne doit pas regarder la 
gravité et la pesanteur comme la même force j 
et si nous avons paru le faire ainsi ( pag. 4^), 


/ 
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PREFACE. XV 

on verra aisément que la statique ne pouvant 
s’occuper de la force centrifuge , ni même la 
connaître, c’eût clé embarrasser inutilement l’es- 
prit des commeuçans , que d’entrer sur celte 
matière dans des êxplications peu intelligibles , 
et cela d’ailleurs sans espoir d’en retirer aucun 
avantage. 

Lorsque nous avons fondé nos raisonnemens 
sur des théories qui appartiennent à d’autres 
parties des mathématiques , nous avons indiqué 
le passage de notre Cours où on en peut trou- 
ver la démonstration. Nous avons également 
renvoyé aux excellens ouvrages publiés par 
jMM. Lacroix, Haüy, Biot et Legendre, parce que 
l’enseignement en est prescrit dans les lycées. . 



1 


ERRATA. 

Pag, 9. Mettez l’article 1 S avant l’article 

21 lig. i 4 - Par rapport , : parallèle. 

43 I. 4 ) lise? • si". 5 . 
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ÉLÉMENS 

DE STATIQUE. 


\ 

CHAPITllE PREMIER. 

De l’Équilibre en général.' 

/ 

1. Propositions Jondamentàles. 

1. On dit qu’un CORPS est solide, lorsqu’il est composé 
de parties ou molécules adhérentes les unes aux autres , 
c’est-à-dire qu’on ne peut séparer sans effort. Les mé- 
taux , les pierres , etc. sont autant de corps solides. On 
appelle fiuide toute substance composée de molécules peu 
adhérentes, et susceptibles d’obéir au plus léger effort: 
l’eau , l’air, etc. sont des fluides. 

2. L’espace est une étendue considérée comme sans 
bornes , Immobile et pénétrable à la matière. C’est à cet 
espace, réel ou idéal, qu’on rapporte, par la pensée, la 
position des corps. 

Le mouvement est l’état d’un corps qui ne dem'eure 
pas constamment dans un même lieu , c’est-à-dire qui 

1 
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a > STATIQUE, 

n'est pas toujours à la même distance des divers points 

fixes de l'espace : cet état est opposé à celui de nETOS. 

Ainsi concevons dans l’espace trois plans fixes ; si on a 
déterminé la position d'un point par ses distances à ces 
plans , on dit que ce point est en mouvement lorsqu’il 
ne Conserve pas ces distances, et que, dans deux instans 
successifs quelconques , les perpendiculaires abaissées de ce 
point sur les trois plans fixes changent de grandeur. 

3. Il suit de la loi d’inertie qu’un point en repos ne 
peut se donner aucun mouvement ; il est en effet visible 
qu’il ne renferme pas en sol de raison pour se mouvoir 
dans un sens plutôt que dans un autre. La cause qui 
change l’état d’un corps, est ce qu’on appelle FORCE ou 
PUISSANCE. Nous rencontrons à chaque instant l’occasion 
de remarquer cette action singulière ; les attractions , 
les chocs, la chûte des corps produite par la pesanteur, 
les corps qui sont entraînés par le courant d’un fleuve , 
l’alôme léger emporté par les vents, et le boulet chassé 
du canon par la poudre enflammée en sont autant 
d’exemples. 

11 n’est guère d’efforts qu’on n’ait tentes pour découvrir 
la nature des forces : mais ils ont tous été inutiles , et 
nous ignorons complettement la cause de cette modifi- 
cation singulière , en vertu de laquelle la matière devient 
animée. Mais heureusement les principes de la mécanique 
ne sont nullement intéressés à cette découverte , et nous 
pouvons y renoncer sans regrets. Les forces ne nous im- 
portent que par les mouvemens qu’elles sont capables de 
produire ; leurs effets et les lois de leur action sont les 
seules choses que la mécanique envisage et calcule. 

4 . Lorsque les forces qui agissent sur un système n’y 
produisent pas le mouvement, ou exprime cet état de 
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PROPOSIT. fondamentales. 3 

ïepos en disant que le système est en Equilibru. C’est 
visiblement çe qui a lieu quand deux forces égales et 
opposées agissent sur un point matériel. Tel est le but 
de la Statique; elle s’occupe des relations qui doivent 
exister entre les directions et les intensités des .puissances 
pour qu’elles se détruisent; et fait connaître les forces 
propres k établir l’équilibre lorsqu’il n’a pas lieu. La 
Statitjue est donc la science de t Équilibre et il suit de 
l’idée qu’on attache à cet état , que la notion du tems ne 
doit jamais y entrer en considération , puisque les forces 
sont anéanties pour toujours lorsque leur action est ins- 
tantanée , comme dans le choc ; ou qu’elles s’anéantissent 
à chaque instant, si elles agissent d’une manière durable, 
comme un poids qui presse un appui. 

La connaissanre d’une puissance n’est acquise que lors- 
qu’on connaît , i®. le point sur lequel elle agit; 2 “. sa di- 
rection , ou la ligne droite, suivant laquelle cette action 
est produite; 3”. le senssuis'ant lequel le mouvement doit 
s’effectuer, c’est-à-dire si la force tire ou pousse le mo- 
bile ; enfin son intensité. Nous représenterons par la 
suite les forces par des lettres P, Q, R... placées sur les 
lignes droites qui en figurent les directions. 

Avant de nous occuper de la recherche des conditions 
d’équilibre d’un corps quelctuique, il convient, pour 
faciliter l’étude , de procéder du simple au composé. C’est 
pourquoi nous dépouillerons lesAorps de plusieurs de leurs 
propriétés , que nous leur restituerons ensuite r nous trai- 
terons donc d’abord de l’équilibre d’un point matériel ; 
les théorèmes que nous déduirons de cet étal idéal , qui 
ne comprend que les notions de la force et de la mobi- 
lité , faciliteront la recherche des vérités générales appli- 
cables aux corps tels que la nature nous les présente. 

Deux puissances égales et directement contraires se- 
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4 STATIQUE. 

détruisent lorsqu’elles agissent sur le même point ou aux 
extrémités J’une verge droite inflexible ; car il n’y a pas de 
raison pour que l’une d’elles l’emporte sur l’autre. 

6 . Il n’est pas moins évident qu’on peut, sans altérer 
l’état d’ùn système , y introduire ou en supprimer des 
forces en ét/uHibre entre elles. 

7 . Lorsque des puissances ne se font pas équilibre, il est 
clair qu’en introduisant de nouvelles forces dans le système, 
on peut le réduire au repos : les forces égales et opposées 
à celles-ci sont appelées Résultantes ; les puissances du 
système en sont les Composantes. 

Le problème de la Composition des jorces consiste à 
trouver la résultante d’un système donné de puissances; 
celui de la décomposition des forces en est l’inverse. Soient 
deux forces Pet Q sollicitant une molécule ; par le pre- 
mier problème on cherche leur résultante R , c’est-à-dire 
la force égale et opposée à celle R' qui les réduit à 
l’équilibre; par le second, au contraire, on cherche deux 
forces R et Ç dont la résultante soit R. 

Fig. II. 8 . Il suit de cette définition de la résultante de plusieurs 
forces PQST, qu’on peut remplacer quelques-unes d’entre 
elles par leur résultante sans altérer l’effet qu’elles doivent 
produire sur le point mobile yi qu’elles sollicitent. Car si, 
par exemple , la force X est la résultante de P et Q , on 
ne changera rien à l’état du point yf , si , outre les forces 
qui agissent sur lui , on introduit cette résultante X et • 
une force X' qui lui serait égale et opposée ( 6 ) , puisque 
X et X' s’entredétruLsent (5). Mais par supposition P , Q 
et X' sont en équilibre , on peut donc les supprimer : 

' d’où il suit que les puissances PQS et T produisent sur le 
point mobile Â le même effet que X 5 et T; ce qui revient 
à substituer, ^ans le système, aux forces P et Q leur ré- 
sultante X. . 
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PROPOSIT. FONDAMENTALES. 5. 

Donc, 1 “. létal d’équilibre , et la résultante dunsys—^^- 
time de forces ne sont pas changés, lorsqu’on remplace 
olusieurs puissances par leur résultante. , 

St”. On peut rnêmc remplacer touteiS les forces P, Ç, S, T* 
par leur résultante R , qui produit sur le mobile K. le même 
ejjet que les composantes , et leur équivaut. Ce mobile doit 
donc parcourir la direction de cette résultante. 

9 . Deux forces agissant suivant la meme ligne et dans 
le même sens , ont une résultante égale à leur somme. Ce 
principe serait sujet à coittestation s’il exprimait que l’effet 
produit par la résultante est la somme des effets dont les 
composantes sont capables, considérées séparément l’une 
de l’autre. Or, ce n’est pas ce que nous voulons dire ici, 
car quoique ce fait soit vrai , ainsi qu’on le démontre en 
Dynamique, ( V. ma Mécanique, n“. i46) , il est suscep- 
tible de démonstration , et pourrait même ne pas avoir 
lieu. Mais.il serait déplacé 'de traite^ ici cet objet, puis- 
qu’on statique on ne considère point l’effet des forces. , ’ 

, Notre théorème désigne seulement que si deux forces^ 

P et Q agissent ^ ^a.n^ le même sens et suivant la même 
ligne , elles seront réduites à Téquilibre par une force R 
opposée etz=P-}-Ç; ou, ce qui revient au même , clics 
produisent sur le point mobile qu’elles sollicitent le même 
effet qu’une force unique R , "qui , agissant dans le même 
sens, serait égaje à leur somme. 

.Or , c’est ce qu’on ne saur'It, , contester , puisque 
cette proposition n’est qu’une detmition du mot Somme ^ 
considéré comme applicable aux forces. Ainsi nous disons 
d’une force qu’elle est double , triple. . . . d’une autre 
lorsqu’elle est capable de faire’ équilibre à deux, à trois... 
forces qui seraient égales à cette dernière et agiraient en 
sens contraire ; sans prétendre , pour cela, que les forces , 
par leur action simultanée, non plus que leur résullanle 
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qui leur équivaut , dussent produire un effet double ou 
triple (le celui que produirait isolément l'une des com- 
posantes (*). 

lo. P et Q étant deux forces inégales et opposées qui 
agissent sur un point mobile, soit T l’excès de P sur Q, 
ou Pttt Q nous pouvons remplacer (8) la puissance 

P par les deux forces Q et T : or les deux forces Q 
opposées se détruisent (5), et il ne reste que T=P — Q. 

Donc la résultante de deux Jorces opposées est d!rigé&‘ 
dans 'e sens de la plus grande et égale à leur différence. . 

Concluons aussi de là, que deux Jorces çui agissent 
sur un point ne se détruisent que lorsqu’elles sont égales 
et opposées. Car d’une part , si elle.s sont opposées , on' 
vient de voir qu’elles doivent être égales pour s’entre- 
détruire : et de l’autre' part , si elles forment un angle , 
telles que R et Q, et que cependant on les suppose en 
équilibre ; en ajoutant une force R' égale , et opposée 
à ü , le mobile A devrait visiblement', si' mouvoir sui- 
vant AR' : mais d’ailleurs R et R' se détruisant, il de- 
vrait aussi parcourir la ligne AQ ; et qui est absurde. 


(*) Il me semhle que («Ue manière de présenter les principes de la 
mécanique et -d’inl roduirc la mesure des forces dans la statique est à, 
l’abri de t(«ue objection. On ne peut , par exemple, élever celle de 
M. Carnot dans son traité des Principes fonJanient ux de l'équt- 
libre et du mouvement. Ce savant géomètre s’exprime ainsi dans sa 
préface , pag xij : u Qu’qst-ce que le rapport de deux causes diffé- 
« rentes? Ces causes sont-elles la volonté ou la constitution physique, 
(I de l'homme ou de l'animal qui , par sou aclioq , fait naître le naoii.^ 
<1 vement 7 Mais qu est-ce qu’une volonté double ou triple d’une aotiv 
« volonté , ou une constitution physique capable d’un effet double 
« ou triple d’uu autre! La notion du i apport des forces entre clics 
« considérées comme' causes ii’est doue pas plus e.aiic que ccUu 
(t ce* forces cÜes-méniGS. n . . • ■ 


I 
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II. Il est facile de concevoir maintenant comment on 
introduit les intensités des puissances dans le calcul : car 
comme les forces sont des choses d’une même espèce , 
en en prenant une quelconque pour unité , l’expression 
de toute force n’est plus qu’un rapport, ou une quantité 
mathématique , qui peut être représenté par des nombres 
ou par des lignes. Ainsi lorsque nous dirons qu’une 
force P est représentée par la ligne AB , il faudra con— F'g- ’• 
cevoir que cette ligne est la direction même de la puis- 
sance , et que la longueur AB contient l’unité linéaire 
AE , autant de fols que la force P contient l’unité de 

P AB 

force S , c’est-à-dire qu’on a — ^ = “Vir" nous . 

S Ati 

aurons besoin d’introduire les forces dàns les équations, 
nous pourrons donc dire que P=AB, puisque S es\ 
l’unité de force , et que AE est l’unité linéaire. 

Pareillement lorsqu’on considère deux forces P et Ç , Kg. V 
et qu’on veut les représenter par des lignes, il suffit de 
prendre ces droites suivant les directions mêmes des forces, 
et de déterminer sur ces lignes deux parties AB %t AC qui 
soient entre elles dans le même rapport que ces forces ,, 

, P AB 

de sorte qii on ait —7— = ^ . 

^ Q ~ AL . 

■ Comme il est Indifférent de faire entrer les forces dans 
le calcul en les représentant par des nombres ou par des 
lignes, nous préférerons dans la suite le premier moyen: 
car en regardant les forces comme des nombres abstraits , 
on fait une chose plus conforme au génie de l’algèbre , 
qui veut que toutes les grandeurs soient rapportées à une 
Unité , et ne soient plus trfciiées que d’une manière pure- 
ment abstraite. En représentant au contraire les forces 
par des lignes, on traite la théorie sous une forme plutôt 
géométrique qu’algébrique. On ne devra donc pas oublier , 
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dans le petit nombre de cas où les forces seront repré- 
sentées par des lignes , que ce procédé graphique n’est 
nullement nécessaire , et qu’on rte l’emploie que pour 
énoncer certains résultats sous la forme qui leur est con.^ 
sacrée. 

la. Le problème de la compositién des forces, lors- 
qu’elles agissent suivant la même droite , est une consé- 
quence de ce qu’on a vu dans les n”* 9 et 10; car 'en 
considérant les forces deux à deux , il est facile d’en con- 
clure que plusieurs forces qui agissent suivant une même 
droite ont leur résultante égale à leur somme , si elles agis- 
sent toutes dans le même sens\ ou, égale à l’excès dti Jd 
somme de celles qui agissent dans un sens , sur la somme 
de celles qui agissent en sens opposé. Cet énoncé peut être 
simplifié par Une considération particulière : car sf on 
regarde les forces qui agissent dans un meme sens comme 
' positives, et celles qui agissent en sens opposé comme 
négatives, on pourra dire que la résultante de plusieurs 
forces qui agissent suivant la mém'è* droite est égale à leur 
' somme , en prenant ici le mot Sornmc dans' le sens qu'on 
lui attribue en algèbre. . ' " * 

i 3 . Dans tout système de forme 'invariable , on’ peut 
prendre pour point>d’ application de chaque puissance ., f un 
Fig. 2. quelconque de ceux de. sa direction. Car .si en un point.<^ de 
la direction d’une force P, op applique , suivant cette 
direction, deux forces qui lui soient égales et qui soient 
opposées entre elles (G) ; comme la figure du système est 
invariable, l’une de ces forces détruira la puissance P, ( 5 ); 
la seconde restera seule et n» sera autre chose, que la 
force P transportée en un autre point .4 de sa direction, 
point qui d’ailleurs est quelconque. • , ■; % 

Il suit de là qu’un obstacle fixe détruit une force lors- 
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qu'il est place sur la flirectipn d< Mite force, puisqu’on 
peut la supposer appliquée a l’obstacle meme, 

• 1 . ’ * 

2. Paraüélo gramme des forces. 

i 4 > La recherche de la résultante de deux forces P et Ç, Fig. 
dont les directions font un angle iMQ, repose sur les 
théorèmes suivans. 4 . j.r, .. 

' Soient deux forces P et Ç quelconques , qu on suppose 
tirer le point mobile A ; comme Q ne tend qu’à faire 
passer ce point en dessous de AB ^ et que de meme P 
élève ce point 6 n dessus de AC ^ il devra, comme on voit, 
se mouvoir dans l’angle PAQ; donc ( n“. 8, 2“. ) cet angle 
contiendra la direction de la résultante. 

Soit AR la direction de la résultante R de deux forces Fî;;. 
quelconques P et Ç; si Q croît et devient Q -j- y, on 
composera d’abord Q avec P , et ensuite (8) leur résul- 
tante R avec la force y, qui est dirigée suivant AQ : et 
cèmme la nouvelle, résultante A doit être située dans 
l’angle RAQ^ on voit qne lorsque l’une des deux forces 
croît seule, la résultante fait' avec elle un angle moindre. 

1 5 . La résultante de deux forces est située dans leur 
■plani car il n’y a pas de raison pour que le point mobile 
qu’elles sdHicitent s’écarte plutôt en dessus qu’eh dessous 
de ce plan ( n®. 8 ,'2*. ).. Le même raisonnement prouve 
que si les deux forces sont égalés \ leur résultante divise 
l’angle qu’elles forment entre elleÿen deux parties égales. 

16. Cherchons maintenant la direction de la résultante F>?/ 
T de deux forcés P et Ç. Pour cclà , regardons Q comme 
composée de deux autres forces q et q' fq), de sorte que 

Q = q'-\-q- Composons avec P la partie q’ de Q; et soit AR 
la direction inconnue de leur résultante li. Prenons sur 
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Tig- 4‘ AR un point quelconque B , et menons FC , DG paral- 
lèles à AP, AQ. Il est visible que si on regarde les points 
A, B, C,D, comme lies entre eux par des verges in- 
flexible^ AB, AC, BC , AJ), BD, et soumis à l’action de 
nos forces q et R, nous pourrons les considérer (i3) comme 
agissant, l’une en C suivant CH , l’autre en JS suivant BR. 

Déromposons la force R en deux, dirigées suivant BG 
et ZJF; nous reproduirons visiblement nos deux compo- 
santes , l’une q' suivant BG, l’autre P suivant BF: celle-ci 
peut être appliquée en C, et composée avec la force q 
qui agit selon CQ ; soit CG la direction de leur résultante 
S. On voit par là que les puissances proposées P et Q 
équivalent aux deux forces S et q' , dirigées suivant CG 
et BK. Si on conçoit de même leur point de concours G 
lié invariablement au .système , ces forces S et q' pouvant 
lui être appliquées, leur résultante T" passe par ce pointé?, 
qui est par conséquent situé sur celle de Pet Q, c’est-à- 
dire qu’elle a AG pour direction. 

Pour déterminer lasituation de la ligne yf G T, cherchons 
son équation en la rapportant aux , axes,, coordonnés AQ, 
AP', c’est-à-dire la relation qui existe entre une abscisse 
quelconque AH — x, et l’ordonnée correspondante HG 
ou BC —y. 

i“. Piemarquons que si Q = P, la ligne AG coupe eu 
parties égales (i5) l’angle PAQ',y=xx en est donc l’équa- 
tion. Si Qr= 2 .P, on prendra q'~q~P', la résultante 
R des forces égales P.ct q' a pour équation BC ouy=ACy 

11 en sera de même de la force S, pour laquelle on a OH 
ou y — CH. Ajoutant , il vient zy = AH, ou zy — x. 

Si Ç = 3 P, on prendra q' z=.z P, y =P; on aura pour 
P, zy — AC ; et pour S,yzzz CH; d’où 3y~x. 

Cette marche est générale , cl on peut en conclure eu 
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toute rigueur que si Q = mP, l’équation de la résulUnte Fig. 4. 
T est my — x. 

a®. Si les forces P et Ç sont commensurables, c’est-à- 
dire s’il V a une force a contenue exactement dans cha— 
cune , n fois dans Pet m fois dans Ç ; on a P =riH et 
Q~ m a.. Soit d’abord 77 i=i,ouÇ=.< 8; d’après ce qui 
vient d’être démontre, la résultante des forces n u et » est 
telle, qu’on a GH== n x AH a\iy = nx. Si m = a , ou 
Ç — a a , en prenant ç' =■ y — on a pour la force R , 

BC on y = nK. AC , et pour S, y —n x CH. Ajoutant 
ces deux équations on trouve iy= nx ( AC-\-CH)—nx. 

Si Ç = 3 « , on fera y' = a a , d’où ny-^n x AC\ et 
U, d'oùy= n x CH : donc 3 y ~ nx. 

Ainsi de suite. En général si P= nu et Qsxm a, on n 
pour l’équation de la droite suivant laquelle la résul- 
tante agit, my — nx, on Qy=zPx. Cette équation se 
construit d’une manière très-simple; car si l’on fait xx=.m, 
on a ^ = n : on fera donc AH=m , AD = n , c’est-à- 
dire qu’on prendra sur les directions des forces Pet Q des 
parties AD, AH, qui leur soient proportionnelles; on 
achèvera le par.ailélogramme HD; la diagonale AG sera la 
direction de la résultante cherchée 

3*. Si les forces P et Q sont incommensurables entre Fig. 5. 
elles , ce théorème a également lieu; car soit , s’il est pos- 
sible, AO cette résultante. Prenons entre 0 et G un point/ 
tel que AD et DI soient commensurables. Le parallélo- 
gramme DA aurait la diagonale >//pour la direction de U 
résultante de deux forces dont l’une serait P et l’autre 
moindre que Q; ce qui est absurde (i4)‘ 


(*) Cette démonstration est imitée de celle deM. Dnchajia , n». 4 d< 
la Cctrespondance de tRcoU Poljteckniçne. 
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Tig. C. ly. Quant à l’intensité de la résultante des forces Pet 

pour la trouver , appliquons, sur le prolongement ylK 
de la diagonale AG, une force A/gale à la résultante .R : 
les puissances P, Q et 5 seront en équilibre. Mais on peut 
regarder cet état comme produit par la force Q entre les 
puissances Pet A; d’où il suit (^ue.AH doit être le pro- 
longement de la diagonale du parallélogramme construit 


sur des lignes proportionnelles à P etji iS-Si donc on formé 
sur AD le parallélogramme DK , les longueurs AD et AtC 


seront entre elles comme les forces P et S ou 


P 



Or DI=AG_ti DI— AK ; donc AK est égal à, la 
diagonale AG ; ce qui prouve que AD, AH et AG sont 
proportionnelles aux forces P, Q cl R , ou.... ' 

AD~ AII^ jiG' ' ' • ‘ 


lifJ.IO. 


En rapprochant ce théorème . du précédent , on voi^ 
que la résultante de deux forces est représentée en gran-~ 
dew et en directiaa par la diagonale du parallélogramme 
construit sur des longueurs proportiaaaelles à ces forces et 
prises sur leurs direrctions. ^ i. . ,, ' 

i8. 11 suit de là divers corollaires, iinportans. . 


I , P - Q R . 

I. La proportion ci-dessus 


êirç'misc sous, une autre forme, en remplaçant les trois 
côtés du triangle AJJG par Ics^ sinus dçs angles opposes 


DGA, DA G cl, A DG, fiu RAQ,RAP et PAO. Di^i- 

gr^ons-ies respectivement par e , 4 et ^ , nous aurons 
* “ ' • “ ..1 



Donc trois forces qui sont en équilibre , ou deux com- 
posantes et leur résultante , sont telles que chacune est 
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proportionnelle au sinus de Vangle formé par les diref— lo. 
’tions des deux autres , et peut être remplacée par ce 
sinus. 

II. La direction de la résultante de deux forces ne dé- 
pend que de leur rapport , de sorte que si on fait varier 
ces forces proportionnellement , on ne changera nulle- 
ment cette direction. On voit de plus que si les compo- 
santes P et Q deviennent mP , mQ, leur résultante R 
devient mR , quel que soit m. Donc trois forces en équi- 
libre y demeureront lorsqu’on les fera varier proportion- 
nellement. Ce qui sera dit ( 19 , a3 et3o), prouvera que 
ces théorèmes ont encore lieu pour un nombre quelconque 

de forces qui concourent en un point. ' 

III. On pourra résoudre , par une construction gra- 
phique très-simple , tout problème sur la composition de 
deux forces, ou sur la décomposition d’une force en deux 
autres; il suffira de décrire un parallélogramme dont on 
connaîtra certaines parties. 

IV. Si les forces Pet Q sont égales entre elles, le paral- 
lélogramme devient un rhombe AHBGyet les diagonales Pi». 

HD et AG sont perpendiculaires. En désignant par a le 
demi-angle formé parles forces, on a AE=AD cos <e , 

d ou AG = 2 AD cos et ; Or AG et AD sont proportion- 
nels à P et P; donc 

R = 2.P C0S a. 

V. Si les directions des forces P et Ç sont à angle droit , 

le triangle rectangle ADG donne AG^ z= ÂD^ -l~ GW ’ ^'S- 8 . 

AD = AG cos i, DG = AG sin é , en désignant paré 
l’angle que les forces P et R forment entre elles. Rempla- 
çons AG, AD et DG par les quantités R , P et Ç qui leur 
sont proportionnelles , nous aurons 
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i4 

8. . A‘=P'+Ç> 

P = R cos», 
Q = iï sin » , 




Ces trois équations , qui n’équivalent qu’à deux distinctes , 
servent à deternainer la grandeur et la direction de la ré.sul— 
tante , c’est-à-dire , R et l. De plus , ces équations 
seraient encore à la résolution d’une foule de problèmes , 
car il suffit de connaître deux des quatre quantités P, 
Q,R et», ou même deux relations quelconques entre 
elles , pour assigner les valeurs des deux autres. 

On tire de ces équations la suivante , qui est souvent 
utile, 

Q = Ptang e. 


Nous aurons recours perpétuellement dans la suite aux 
expressions (jf) , parce que nos forces seront souvent 
rectangulaires , ou que nous pourrons les réduire à cet 
état. En effet , pour décomposer une force R en deux 
antres de directions rectangulaires et connues, il suffit de 
recourir aux équations P— R cos », R sin », qui font 
voir que chaque composante est le produit de la force R 
par le cosinus de l’angle quelle fait avec cette compo- 
sante. 

On pourrait , il est vrai , employer pour cette décom- 
position, le parallélogramme des forces (i8, 111} : maison 
doit le regarder plutôt comme une construction graphique 
propre à peindre aux yeux le résultat et à l’énoncer d’une _ 
manière commode , que comme offrant un procédé d’une 
application facile. Nos formules { A ) y sont bien plus 
propres, puisqu’elles sont conformes à l’esprit de l’algèbre, 
qui n’admet pas la nécessité de représenter les forces par 
des lignes ( 1 1 ). C’est pourquoi , à l’avenir , nous préfé- 
rerons employer ces formules ; car comme on peut près— 


t 


( 
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•que loujours ramener les directions des forcés à être per- 
pendiculaires , on ét'ite le désavantage qu’offrent ces 
équations, de ne pouvoir être utiles que lorsque les 
puissances sont rectangulaires. Mais lorsqu’on ne peut 
facilement user de ce moyen, on doit recourir aux équa- 
tions données par l’art. i8 , I. 

3. Des Forces ijui concourent en un même point. 

19. Pour déterminer la résultante de tant de force» 
qu’on voudra, quand elles concourent en un même point , 
on se servira du théorème précédent ; on composera en- 
semble deux de ces forces , et on leur substituera leur 
résultante (8) ; on combinera de même celle-ci avec l’une 
des autres forces , et ainsi de suite. A chaque opération on 
aura une force de moins dans le système , et par là on 
réduira toutes les forces à une seule , qui sera la résultante 
cherchée ; ou à deux égales et opposées dans le cas d’équi- 
libre. La même considération sert à trouver la résultante 
lorsque les forces sont dans le même plan et ne concourent 
pas en un même point ; il suffit alors de les prolonger deux 
h deux jusqu’en leur point de rencontre. 

On peut donc faire la construction suivante : soient les 
forces P, Q , S, T représentées par AC , AD, AE: Fig. ii. 
en formant le parallélogramme AB FC, on aura la dia- 
gonale'w^F pour la résultante X de P et Q. De même AG 
■sera la résultante R de A et de»S : enfin Allserà la résultante 
du système. Ainsi on établira l’équilibre (8) dans ce sys- 
tème en y introduisant une force R' égale et directement 
opposée à R. 

On peut simplifier ainsi cette construction. Par l’extré- 
mité B de la droite AB qui représente la force P, menez F.nto. 
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8 . Ja droite BF parallèle à la force Q et égale à la partie 
AC qui la représente : de même par le point F , menez 
la droite FG égale et parallèle à la force S ; puis par 
le point G , GU égale et parallèle à la force 2’; vous for- 
merez par là le polygone ABFGIi : la droite AH qui 
ferme ce polygone représente la résultante cherchée. Si 
cette construction donne un polygone fermé , l’équilibre 
existe dans le système. 

Ce procédé n’est propre qu’à peindre les résultats , et 
ne les fait point trouver d’une manière aussi exacte que le 
calcul, qu’il faut toujours préférer ( i8 , V ). 

i5. 30. îs’ous n’avons jusqu’ici composé que des forces .si- 

tuées dans un même plan ; supposons maintenant qu’il 
s’agisse de trouver la résultante des trois forces P, S cl Q 
dirigées dans des plans differens et représentées par les 
longueurs AB, AC et AD. La résultante T des deux 
forces P et A est représentée par AH-, on peut donc .subs- 
tituer la force Ta P et S : mais si on achève le paralléli- 
pipède ADIIl , la diagonale DI est parallèle à AH , puis- 
que DI et AH sont les intersections de deux plans paral- 
lèles LM cl BC par un même plan , qui est relui des deux 
parallèles AD et HI. Si on compose ensemble les deux 
forces représentées par AD et AH , on aura donc pour la 
résultante des trois forces P , Q cl S, une force R repré- 
sentée par AI. On conclut de là que trois forces repré- 
sentées par les trois arêtes gui forment Vun des angies 
trihdres d’un paraUélipipède , ont leur résultante repré- 
sentée par la diagonale de ce paraUélipipède. 

On volt par là qu’on peut décomposer une force en 
trois autres dirigées suivant trois droites données qui con- 
courent en un des points de sa direction. Si on a , par 
exemple , les trois droites indéfinies AP, AQ et AS, et la 
force représentée par la longueur AI, on achèvera le pa- 
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rallélipipède ; pour cela on mènera en 1 les trois plans HM, Fig, ig, 
LM et LH respectivement parallèles à ceux des droites 
données. Ces plans les couperont en trois points B, C e.t J) 
qui détermineront les parties AD , ABy AC , qui repré- 
senteront les composantes cherchées. 

21. On retrouve ici le théorème de la page 14 > relatif 
à la décomposition d’une force en d’autres rectangulaires: 
car si les composantes P, 5 et Q sont à aftgle droit , le pa— 
rallélipipède est rectangle , et on a , par exemple, dans le 
triangle ADI, rectangle en D , AD — AI x cos D Al ; 
de même pour les deux autres composantes AD , AC. 

Soient donc a, fi, y les trois angles RAP, RAS, RAQ 
que forme une force R avec trois axes rectangles AE, 

AS, AQ ; on aura 

P =: R cos a, S= R cos fi, Q = Rcosy. 

Telles sont les valeurs des composantes P, S et Q. On peut 
même tirer de ces équations la grandeur et la direction de 
la résultante R de trois forces données S, P et Q : car la 
somme des carrés de ces équations , donne , à cause de ■ 
cos’ a -j- cos’ + y = * (*)> 

Une fois R connu , on trouve ensuite aisément 


cos « = -JP , cos ,3 = , cos y 


R 


_Q 

~ R ' 


11 est Important de remarquer que le parallélipipède Fig. 13 . 
n’est employé que comme un moyen facile de figurer le’ 
système , et que cette construction n’est qu’accessoire à 


(*) VoyMinon Cours de Mathématiques, n®. 6 i 8 . Aureste voici une pig. i5. 
déiuonstratioa de celle équation. On a dans les triangles rectangles 

a 
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14. la théorie. On doit donc se représenter les forces P, «S et 
Q et leur résultante indépendamment du parallélipipède ; 
et lorsque par la suite nous voudrons effectuer des com- 
positions ou décompositions , nous rapporterons les puis- 
sances i trois axes rectangles , et nous recourrons aux 
équations précédentes , bien plutôt qu’à des constructions. 

Lorsqu’un système de forces disposées dans l’espace agit 
sur un point mafériel , on peut effectuer la construction 
donnée n°. ig, pour en obtenir la résultante : seulement 
le polygone qu’on forme de cette manière est c’est- 

à-dire , n’est plus situé dans un plan. 

22. Composons analytiquement un nombre quelconque, 

* ■ — ' » f, . I .... 

Fig. i 5 . ABI, ACI et ADI , 

AB =: Aid» a, AC= AI a»C , AD zs AI 001 y. 

D’ailleurs les trianglea rectangles AIH , ABH et ACH donnt at 
AH ^ AI tin y, AB-=sAHd»%^ AC—AHùa%. 

En iaiiatit l’angle BAHzz I , les deux dernières équations reviennsat à 
AB = AI cos I sin r axAC— AI siu ( sia > ; 

Donc eu comparant aux trois premières 
^ cos ■ = COI t siu y I cos C = sin I ain y. 

Ces valeurs prouvent d’abord que les trois composantes de la force 
R , ont pour expression Acosisiny, AsintsinretAcosr: ce 
qu’il est utile de eonnaltre , lorsqu’au lieu de donner les angles 
f et y que la force B fiût avec les axes, on donne l’angle loo* — y, 
qu’elle forme avec la projection sur un plan , et celui < que cette 
projection &it avec un axe «ené dans ce plan ; la somme des carrés 
des deux équations est 

cos* « 4 * cos* C = nn* y j et comme sin* y = 1 — coa* y , 
on en conclut 

cos* a + cos» C J- eos* » = i . 

, Ce qui 'exprime une condition à laquelle doivent satisfaire les trois 
angles s , C et y qu’uiie droite forme avec troii axes rectangulaires. 
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• ^ V 

de puissances , et prenons d'abord le cas où les forces Fig* <4- 
agissent dans un même plan. Menons par un point quel- 
conque A pris dans ce pian, deux axes Ax et Ay perpen- 
diculaires entre eux ; puis décotnposons chaque puissance 
en deux autres parallèles à ces lignes. Par exemple, soit P' 
l’une de ces forces , en menant MD et MC parallèles 
aux axes , elle équivaudra à deux autres forces agissant 
suivant ces lignes, et dont les valeurs (i6, V) sont 
P' X cos P MD et jp X cos P MC. Oa en dira auunt 
de toute autre force P! .... 


Soient donc des puissances P P' , P" 

dont las directions font 

avec Ax des angles. . . 

Lescomp.parall.à y/xsontP'cosit', P*' cos«//, F" cos 
Lescomp.parall.à Ajrson\.P sin Pl sln oJ' , P" sln a'" ... 


Or , les premières équivalent à une force unique X égale 
à leur somme ( 12 ); de même les autres ont leur résultante Y 
égale à leur somme ; il n’y a donc plus à considérer que 
deux forces rectangulaire^ connues X et Y., 

X = P cos «' P^'' cos -(- etc. 

y = P sin + P'I sln J! -f- etc. 

Soit R la résultante du système , et «c l’angle inconnu que 
sa direction fait avec Ax ; d’après l’équation {A)^ ses com-i 
posantes sont R cos met R sin <e. Donc on a ' - 

R cos a — X, R sln a z= Y. (B). 

Pour trouver R et a, lorsque X et K sont donnés, ajoutons 
les carrés de ces deux équations; comme sin* • 

on en déduit 

R = V + î 
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Les équations {B) donnent en outre 


cos a: 


X 

R 


Sin ce = 


Y 
R ’ 


tang « = — ; 




(/)). 


Ces expressions font connaître la grandeur et la direction 
de la résultante : et il est facile ( Vo^. pag. i4) de voir 
'qu’elles expriment que R est la diagonale du rectangle 
construit sur X et T, ce qui est conforme à ce qu’on con- 
naît d’ailleurs. 

Toute droite qui passe par le point dont les coordonnées 
sont x' cl y ' , et qui fait avec l’axe des x un angle a , a 
en général pour équation 

y—f = tang «. (x—x’). 

(Voyez mon Cours de Mathématiques, n“. G() ; VAppl. 
de Lacroix , 66 ; le Traité de Biot, i5 ). On a donc pour 
équation de la direction de la résultante , x' el y étant 
les coordonnées du point d’application des forces, 

X (J -y ) = y (Æ). 

r 

3.Z. SI on suppose qu’il y a équilibre, il est clair que cet 
état doit exister en particulier entre les composantes pa- 
rallèles à chaque axa, puisque sans cela le système au- 
rait une résultante; les équations qui expriment l’équilibre 
sont donc 


X = o, ou P', cos a' -j- pu. cos ttH -j- etc. t= o 
T"= O, ou P', sin «' -}- P^ sin a* -f- etc. = o 

r 

Il faut, pour l’équilibre, que ces deux équations aient 
lieu à-la-fois; si l’une d’elles existait seule, telle queA'=o, 
on aurait R cos «=o, d’où cos a = o (et non pas 
Rtzzo'); donc » est le quadrans, c’est-à-dire, que la 
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'résuUanle ferait un angle droit avec l’axe des x ; ainsi 
elle seroit parallèle aux y. De même , si l’on avait F=o 
seulement , la résultante serait parallèle aux x. 

24. Nous avons regardé, dans nos équations, les com- 
posantes P' cos a', P‘l COS x" comme positives ; 

mais il peut en être différemment, et leurs signes dé- 
pendent de la direction et du sens dans lequel chaque 
force agit. Pour les déterminer, il suffira d’observer ce 
qn’on a dit (12) ; car il est clair qu’ici il faudrait sous- 
traire celles de ces composantes qui agissent dans des sens 
directement opposés aux antres. Nous pouvons donc con- 
clure de là que l’oni doit regarder comme positives les 
composantes dans le sens d’un des axes , qui tendent à 
augmenter la coordonnée du point sollicité par rapport à 
cet axe, et comme négatives les composantes qui tendent 
à diminuer cette même coordonnée. 

Il y a un autre moyen de déterminer les signes , qui 
revient au précédent , mais qui est plus analytique ; voici 
en quoi il consiste. Concevons que du centre M, auquel Fig. 15. 
les forces sont appliquées, on ait décrit le cercle BDEF, 
et mené les droites EB , FD parallèles aux axes Ax et 
Ay. En prenant le point B pour origine des arcs , toute 
droite, telle que MP au MQ , qui tombe en dessus de 
EB , fait avec cette ligne un angle dont le sinus est 
positif ; tandis que ce sinus est négatif pour les lignes 
MS et MT qui tombent en dessous. Pareillement , les 
lignes qui sont à droite de DF, forment avec EB des 
angles dont les cosinus sont positifs, tandis que celles 
qui sont à gauche ont les cosinus négatifs. {Foyez mon 
Cours de Malhémat. , n". 35 i.) 

Si donc on fait tourner une force autour du* point 
M qu’elle tire , il suit de ce qu’on a dit ci-dessus , qu’en 
passant d’uu quadrans à l’autre , le signe de l’une de ses 
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Fig. i5. composante* devra changer aussi : ce qui resuent à dire que 
les produits P sin a seront positifs ou négatifs avec sin a., 
c’eil-à-dire , suis’ant que la force P tombera au-dessus 
ou au-dessous de EB. De même P cos a. sera positif 
ou négatif suivant que P sera disposé à droite ou à gauche 
de DF. 

Mais pour n'av*oir ainsi égard qu'aux directions de P', 
P*', etc. , il faut supposer que toutes ces forces tirent 
le point matériel M dans les sens de leurs directions 
respectives , on que toutes le poussent : cette hypothèse 
est permise , puisque , si pour une puissance en parti- 
culier il en était .autrement , il sufTirait de l’appliquer 
sur son prolongement et en sens opposé. Cette manière 
de déterminer les signes est réellement beaucoup plus 
analytique; puisque, conformément aux règles de l’al- 
gèbre , lorsqu’un problème est posé en équation , il ne 
s’agit que de traiter celle-ci d’après des règles connues , 
et il n’est plus néces.saire de recourir au problème pro- 
posé afin d’établir certaines distinctions. On voit que notre 
procédé nous permet de traiter les produits P' cos a ' , 
P* cos a*..., à la manière des quantités algébriques, 
et, sans nous embarrasser si elles ont trouve leur ori- 
gine dans des forces décomposées. Ainsi nous regarderons 
à l’avenir le signe des quantités P' cos a', P* cos 

comme déterminé par celui de cos a', cos a* et 

les quantités P', P'.... ne seront plus considérées que 
comme des nombres abstraits. 

aS. On tire des deux équations (P) une conséquence 
l'ig i4 r*™**'^*^^*^®' Prenons dans le plan des forces un point 
arbitraire S , et menons au point d’application M la droite 
MS s= s ; soit t l’angle qu’elle forme avec l’axe des x ; 
«' — ( sera l’angle SMP\ formé par MS et la direc- 
tion MP* de la force P' : or , si du point S on abaisse 

/' 

/ 
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Sa~p', perpendiculaire sur A/P' , on aura dans le triangle Fig. i4 
5d/fl, 5«=J. sin (<*' — i) — p'. Un en dira autant pour 
les autres forces ; nommons r , p' , . . . les perpendicu- 

laires abaissées de S sur les directions de R , P', P^.... 

Or les équations (P) reviennent aux suivantes 

R cos a.= P' COS af -j- P* COS afl -f" CtC. 

R sin <e = P' sin »' -f- P* sin a.U -f- etc. ^ 

multipliant la première par s. sin è, et la seconde par 

; cas t , retranchant et observant que 

sin (a — #) = sin et.cos I — sin f. cos a , on a 

Ps.sin («X — J)=P's. sin («' — ^) -f-P*j.sin( — f ]-f-etc. 

ou Rr= P' p' P" pH tic (P). 

On est convenu d’appeler MOMENT le produit de la 
grandeur d’une puissance par sa distance à un point fixe ; 
ainsi l’équation (P) désigne qüe le moment de la résultante 
est égal à la somme des momens des composantes. 

^6. On doit entendre ici par somme des momens, les 
produits P'p', P"p"... chacun pris avec son signe: ce 
.signe ne dépend que de la direction des puissances, c’est- 
à-<lire dep',p^t.. puisque ( 24 ) les forces sont supposées 
tirer toutes à-la-foi$ le point matériel M. Or , l’équation Fig. «S. 
rr=5.sin (et — indique , que suivant que sin (a — #) 
sera positif ou négatif, le moment Rr aura le signe -f- 
on le signe — : il en est de même des autres forces. On 
conclut de là , et de la manière dont on détermine les 
.signes des sinus, que toute force qui tombe d’un câté de 
la droite MS a son moment positif , tandis qu’on doit 
regarder comme négatif, le moment d’une puissance qui 
est disposée de l’autre cêté : en .supposant toutefois que 
toutes les forces tirent le point M , ou si on veut , qu’elles 
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Fig.i6. le poussent toutes. Les pieds des perpendiculaires , te?» 
que a, b ^ c sont d’ailleurs tous sur la circonférence 
d’un cercle décrit sur SM comme diamètre. 

Il convient, pour bien saisir l’esprit de ce genre de 
considérations , de recourir aux principes mêmes qui 
.servent à la détermination des signes dans les problèmes 
de géométrie. ( Voyez mon Cours de Mathématiques , 
n". 33o. ) 

Ainsi Pp', Pllp'l, seront négatifs dans la fig. i6, 

et P'p" ^ P'p’’ , seront positifs, ou réciproquement. 

Or observons que si on considère le point S comme fixe , 
et les droites iSo , Sb.... comme des verges rigides , 
l’action de chacune des forces sur le point M ne peut être 
que de le faire tourner autour de A : de plus les momens 
positifs appartiennent aux forces qui tendent à faire tourner 
dans un sens , tandis que les momens négatifs sont 
relatifs aux forces qui tendent à faire tourner en sens 
contraire : on conclut de là que l’équation (P) peut s’é- 
noncer ainsi : lorsqu'on a plusieurs Jorces appliquées à un 
point matériel , et disposées dans jm même plan , le 
moment de la résultante est égal à l’excès de la somme 
des momens des Jorces qui tendent à faire tourner dans 
un sens , sur celle des momens des jorces qui tendent à 
Jaire tourner en sens contraire , autour de l'origine des 
momens. Mais on remarquera que l’idée de rotation qui 
est introduite ici n’est pas nécessairement liée au principe 
précédent; le mouvement n’y est que de pure commodité 
pour déterminer les signes, et ne fait pas partie nécessaire 
de ce principe. 

27. L’équation (P) devient 

Pp' 4 - P^'p^’ 4* = O' 

dans le cas de jRr=o; c’est-à-dire , 1®. lorsque l?;=o , 
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alors le syslémé est en équilibre ; et 2*. lorsque r = o , 
ou que l’origine des momens est prise sur la direction 
même de la résultante. Ainsi la somme des momens des 
forces qui tendent A faire tourner dans un sens , est égale 
à la somme des momens des jorces qui tendent à faire 
tourner en sens contraire, i®. quand il y a équilibre, 

3®. lorsque l’origine des momens est prise sur la direction 
de larésultante. En général, s’il y avait quelque force dont 
la direction passât par l’origine S des momens , son mo- 
ment serait nul. 

28. Prenons maintenant le cas où les puissances ont Pig. 13, 
des directions quelconques dans l’espace. Concevons par 
un point arbitraire de l’espace trois droites AP, AS, AQ, 
rectangulaires entre elles ; nommons AP l’axe des x , , 

AS l’axe des y, et enfin AQ l’axe des z. Le plan PAS 
passant par les axes des y et des x , sera le plan des xy ; 
de même le plan SAQ, qui passe par les axes des_y et des z, 
sera le plan desyz ; enfin le plan PAQ sera celui des xz. 

Nous conserverons dans la suite ces dénominations. 

Cela posé , soient des puissances. . . P', P^, P"'. . . . 
dont les directions forment , 

avec l’axe des ’x , les angles a.' , J! , t'". , . 

avec Taxe des ^ , S"'.... 

avec l’axe des z y', y» ^ y"' . . . . 

En décomposant chacune de ces forces en trois autre$(2i), 
dont les directions soient parallèles aux axes , on a pour 
les composantes parallèles 

aux X. ...P cos a' , P' cos a" , P" cos . . . 
aux y . . . ,P' cos C' , P/f cos ff* , P" cos Z '" . . , . 
aux z. .. .P cos y', P' cos yH , P” cos y'” • . • . 

Chacun de ces trois groupes de forces équivaut à une 
puissance unique égale à leur somme , puisque ces 
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l'ig. la composantes, agissant snr nn point, sont dirigées dans une 
même droite. Faisons usage de la notation précédente , et 
nommons X, E et Z les trois forces parallèles respecti- 
vement aux XyytXz , nous aurons 

X=P cos a.' P" cos -\-P" cos -f- . . . . 

Y=P cos C' -f- ^ cos C® -|- P" cos C"' - 4 - ■ • • . 

Z = P cos y' + P® cos yH -f" CO® V' + • • • • 

Si quelqu’une de ces composantes agissait en sens con- 
traire des autres , elle devrait être prise négativement ; on 
reproduirait donc ici les raisonnemens du n*. 24, relative- 
ment à la détermination des signes des termes P cos «' , 
P' cos tt^'' , ... soit d’après le sens où agit chaque compo- 
sante, soit d’après le signe des cosinus. 

Soient m , S et y les angles inconnus que forme la 
direction de la résultante R avec les trois axes; R cos a , 
R cos R cos y , seront ses composantes dans le' sens des 
axes ; on aura donc ' 

R cos » r= X, il cos Gs=Y, R cos y — Z. . . . (G) 

Pour avoir la résultante et sa direction , ajoutons les 
carrés de ces équations ; nous aurons 

il* ( cos’ CL + cos’ G -|- cos’ y ) = X’ -4* Y'-}- Z'. 

Or on sait (pag. 17) que cos’ «t+cos’ G -j- cos’ y = i ; donc 


R = ^/\X'+l 
d’ailleurs les équations (G) donnent 
X Y 


COB a ~- 


COS Gz 


R 


-, cos y : 


R 


... (ü). 


Ces équations déterminent la résultante R et sa direc- 
tion.^On peut observer qu’elles indiquent que la résultante 


I 
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est la diagonale du parallélipipède rectangle construit surpig. 
A , r et Z ; ce qui est évident. ( Voyez n». 21. ) 

29. Soient a:' , y et z' les coordonnées du point d’ap- 
plication des forces ; les projections ( Voyez mon Cours 
de Mathématiques , n®*. 272 et 6 o 5 ) de la résultante sur 
les trois plans coordonnés passeront par celles de «e point; 
les équations de cette droite seront donc 

y — y' =a(x — »' ) .... sur le plan des xy , 

i z' = S (x — *' ) .... sur le plan des xz , 

i(y f) = a (z — z') .... sur le plan desyz , 


a et à étant les tangentes des angles que forme l’axe des * 
avec ces projections sur les plans des xy et des xz . ainsi 
menons par le point A , auquel les forces sont appliquées, Fig- 13. 
les lignes yfP, AS cl yfÇ, parallèles aux axes des x , 
des y et des z\ la projection de la résultante il sur le plan 
T?AS est AT\ AJ , AB et AC représentent Jî, X et Y \ 

HB 

or on a dans le. triangle HAB , tang. H AB = • : 


Y • . , Z 

donc a = } on trouverait de même 0 — 

équations de la résultante sont donc 


Les 


X{z — z') = Z(x—x') >....(^) 

l’une d’elles est comportée par les deux autres. 

3 o. Si le système est en équilibre, il est clair que cet 
éUi doit avoir lieu en particulier entre chacun des groupes 
de forces parallèles aux axes; ainsi les équations d’équi- 
libre sent 


A=o, K=o,^=:o (K). 
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Kg- i5. Tout ce qui a été dit n*. aa n’est qu’un cas particulier 
du prublèroe que nous venons de traiter ; car si toutes les 
forces sont dans le plan xjr , elles forment des angles 

droits avec l’axe des et on a cos y' = cosy'' = o 

d’oùZ= O, cosy= O et cos’ a-f-cos’ f=i, ousina=cosf. 
On retrouve donc ainsi les équations des n". aa et a3. 

Si ces trois équations {K) n’avaient pas lieu à-la-fois, 
il n’y aurait pas équilibre dans le système ; si on avait 
seulement X=o, on aurait /{.cosa = o,et par consé- 
quent cos a= O, ou a = le quadrans ; ce qui désignerait 
que la résultante est située dans un plan perpendiculaire 
à l’axe des x. Si on avait à-la-fois X=o, l'=o, il 
serait de même aisé de voir que la résultante serait paral- 
lèle à l'axe des z. 


4- Dfs Forces parallèles. 

Ftg.t-j. 3i. Soient deux forces parallèles p et ç , agissant dans 
le même sens , et appliquées aux deux extrémités E et F 
de la ligne EF sur laquelle leur inclinaison est quelconque: 
il est clair qu’on ne changera rien à l’état du système si 
on y introduit deux nouvelles forces p' et y' égales , 
opposées et agissant dans la direction de la ligne EF , 
quelles que soient d’ailleurs les grandeurs de ces forces. 
On composera les deux forces p et p' en une seule P ^ 
de même la force Q remplacera g et g'. La résultante 
de /7 et y sera donc la même que celle des deux forces 
_ P et Q , qui concourent au même point A, résultante 
qu’on sait d’ailleurs trouver ( 18 , I). Il ne s’agit donc , 
pour résoudre le problème proposé , que d’exprimer par 
le calcul toutes ces conditions. 

Pour cela, par le point A, menons AR et B C paral- 
lèles aux forces p et ÿ ,'et à £/’; de plus concevons les 
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29 

deux forces P et Ç appliquées en (i 3 ), et décompo-Fig. 17. 
sons la puissance P en deux autres dirigées suivant AB et 
: la première sera p', la seconde p, puisque les cir- 
constances de la décomposition de P sont les mêmes en A 
qu’en E : de même décomposons Ç en et agissant 
suivant AC et AO. Les deux forces q' et p' égales , par 
hypothèse , se détruisent : la résultante de p et f agit donc 
suivant y^O, et'est —p 9; c’est-à-dire qu’c//« est parallèle 

<iux composantes et égale à leur somme. 


11 ne s’agit plus pour connaître cette résultante, que de 
déterminer le point O par lequel elle passe : or, puisque 
P est la résultante de p et p' , il suit du n*. i8, I , que 
p' sln pEP sin EAO 

P 


Mais dans le triangle 


sin p'EP sin AEO 
EAO, le rapport de ces sinus est égal à celui des côtés 

EO et AO opposés aux angles ; donc — = — On 

, , q AO - 1 • 

trouve de meme —= ~PÔ~' multipliant ces équa- 

tions, comme p' ~q' , on élimine ces quantités , et il vient 
— = ■ , ou ç X FO zx:p X EO ; équation qui fixe la 

situation du point O et prouve qu’t 7 divise EF en parties 
réciproquement proportionnelles aux forces p cf q. • 


Donc en général la résultante de deux forces parallèles 
est égale à leur somme , leur est parallèle, et divise la droite 
d’application en deux parties réciproquement proportion— 
nelles aux composantes. ■ 


3 a. Soient deux forces P et Q parallèles , et B leur 
résultante , appliquées en A,C et B ; soient aussi AB=p , Fig. 18. ’ 
BC = q , AC = a\ on vient de démontrer que 


P = P+Ç, Pp^Qq, «=:p -]- y. . . . (Z). 
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Fi(. i8. Ces équations renferment six quantités JR, P, Q, a, p et 

il suffit donc de connaître trois d’entre elles , pour en 
conclure les trois autres par le calcul. On pourrait même 
n’en connaître que deux ; mais alors il faudrait avoir une 
nouvelle équation pour que le problème fût déterminé ; 
et ainsi de .suite. En général , il faut toujours remonter 
aux équations (L) pour résoudre les problèmes relatifs à 
la résultante des deux forces parallèles. Nous en allons 
donner plusieurs exemples. 

I. Proposons-nous de mettre en équilibre deux forces 
Fig. i8, P et Q qui agissent dans le même sens; A et C sont les 
points d’application. Ici a, P et Q sont seuls connus : les 
trois quantités p et R devront donc être déterminées par 
les trois équations {L). En éliminant , on trouve , 


/l = P+Q, 

aÇ aP aP 

P+Q ~~R * P+ Q ~~K 

Une fois le point B déterminé , on y mettra on appui fixe , 
ou une force égale è P-|- Q, dirigée en sens contraire de 
P et Q , et parallèle à ces composantes. 

, II. Supposons qu’il s’agisse de trouver les écarts qu’exerce 
Fig. i8. en deux points donnés \ et C d’une droite AC , une force 
R appliquée en B : pour cela il faut trouver deux forces P 
et Q qui soient parallèles à R, appliquées en A et C, et dont 
R soit la résultante. On connaît ici R, p et ^ ; il faut trou- 
ver P et Q. Eliminons entre les équations (JL) , il viendra, 
comme ci-dessus 


Q 

P 



_ pR 

a 

p + y 


qR 

' a 

p + y 
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111. Pubqu’il y a trois quantités arbitraires , regar- Fig i8. 
dons Çj « et y comme inconnues : R, P et p seront 
les données , et nous résoudrons par là ce problème : 
décomposer une force donnée R en deux autres P et Q , 
telles que la grondeur de l’une d’elles P , et son point 
d’application A soient connus. 

Eliminons Q, et y, nous trouverons 


Q=R-P, 



Il est aisé , d’après cela , de produire l’équilibre entre deux 
forces parallèles et opposées P et R : en effet , soit R la > 9 * 
plus grande , décomposons cette force en deux autres , 
dont l’une P soit égale et opposée à P; les valeurs ci- 
dessus déterminent l’autre composante Q et le point C où 
elle doit être appliquée. Comme P et P se détruisent , la 
force Ç est la résultante cherchée de P et P , en sorte 
qu’une force Q', égale et opposée à,Q produirait l’équilibre. 

Il suit de là que la résultante de doux forces parallèles 
qui agissent en sens contraire est égale à la différence des 
composantes , et agit dans le sens de la plus grande des 
deux. Et comme en divisant les deux dernières équations , 
on trouve aP — Rq, on voit que le point d’application de 
cette résultante est placé en dehors des forces et du côté 
de la plus grande en un point tel que les longueurs n et y 
sont encore réciproquement proportionnelles aux forces 
Pet P. 

Si les forces opposées R ef P étaient égales , on aurait 
Ç — O et a = oo : de sorte que pour produire l’équilibre 
il faudrait appliquer une force nulle à une distance infinie : 
ainsi , dans ce cas , les équations (X) ne peuvent avoir lieu 
ensemble. ( Voy. mon Cours de Mathématiques , n®. 1 15. ) 
Cependant si on admet la pofSsibilité que P t% R aient uné 
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Fjg" >9* résultante , c’est-à-dire , puissent etre mises en équi- 

libre par une troisième force il doit être possible aussi 
de décomposer la force R en deux autres qui détruisent P 
et 0' ; d’où il suit qu’on devrait pouvoir effectuer 
le calcul précédent. Donc lorsque P = R ^ une force 
unitjue ne suffit pas pour produire l’équilibre. 

Prenons entre ^ et P un point quelconque /, et dé- 
composons la force R en deux autres , dont l’une agisse 
en 1 et soit ~M , M étant d’ailleurs quelconque et < P : 
l’autre est K — M; elle agit en un point C, pour 

M-k IB ^ , 

lequel on a RC = q = ^ — • Opérons de meme pour 

P, en prenant aussi ilf pour la composante en I : comme 
P— P, l’autre sera aussi Q=R — A/ et appliquée à 
gauche de^ , en' un point distant de ydf de la quantité 

faisan. AB = p. Cas 

quatre forces se réduisent à deux forces égales a Ç» opposées 
et parallèles ; donc'si on introduit deux puissances qui 
leur soient égales et directement opposées , elles détruiront 
P et P. La grandeur et les points d’application de ces 
deux forces = Ç ne sont pas déterminés, puisqu’ils dépen- 
dent de la force M et du point/, qui sont quelconques; 
on voit donc qu’on peut d'une infinité de manières^ à laide 
de deux forces égales , produire Véquilibre entre deux 
puissances égales, opposées et parallèles. 8i on prend, pat 
exemple, deux forces=:Ç, Ç étant= P — S, on appliquera 
l’une en un point arbitraire C, son action étant opposée à P : 
l’autre force Q devra agir en sens contraire, en un point situé 

Sp — Qq 

à gauche de A et distant de ce dernier de f ^ * 

ainsi qu’on le voit en éliminant M et IB entre les valeurs 
de Q , ÿ et q\ 
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DES FORCES PARALLELES. 

33. Nous pouvons mainlenant trouver la résultante d’im Fig. 
système de forces parallèles P, Q, S et T, cjui agissent sur un 
corps. En effet, joignonslespoints.îf, 2>, 6’, D où elles sont ap- 
pliquées , puis composons d’aùord les deux forces Pet Q : 
soit Pleur résultante eta son point d’application. Onjoindr.t 
les points a et I), et on composera de nouveau les forces 
T et R : soit b point d’application de leur résultante , 
qui équivaudra aux trois puissances P, Q et T. Menant 6C. , 
on obtiendra facilement la rikultanlc de la force qu’on vient 
de trouver et de la force A, etc. 

Si les forces agissent dans _des sens differens , on com- 
posera d'abord celles qui tirent dans le même sens , puis 
-celles qui tirent en sens contraire : il restera à compose# 
entre elles ces deux dernières forces. Si elles sont égales , 
il y aura équilibre dans le cas on elles agiraient suivant 
la même droite : dans le cas contraire , il ne serait pas 
possible de les mettre en équilibre à l’aide d’une seule 
puissance. ^ 

11 est aisé de conclure de là que, i“. ia résultante gé- 
nérale est parallèle aux composantes et égale à leur 
somma , si elles agissent dans le même sens : vu égale à la 
somme des forces <]ui tirent dans un sens , moins la somme 
des forces (]ui tirent en sens contraire. 

a®. Le point d’application de la résultante générale 
s’obtient par une suite de déterminations de points ana- 
logues pour deux forces. 

3°. Le point a où est appliquée la résultante R dos 
forces P et Q , divise la droite AD en parties qui sont 
entre elles réciproquement comme ces forces : d’où il suit 
■ que CP. pointue dépend ni de leur direction commune, 
ni de leurs grandeurs , mais seulement de leur rapport. En 
sorte que ce point a serait le même , si on faisait varier la 
direction des forces P et fl' et leur intensité . pourvu 


ae. 


*. 


Digitized by Google 



X 


34 STATIQUE. 

Fig.ao. qu’elles fussent toujours parallèles et que leur rapport 
n’eùt pas changé. On en dira autant du point 3 , où est 
appliquée la seconde résultante, et ainsi de suite. Le point c 
d’application de la résultante générale jouit donc de la 
meme propriété , lorsque les composantes deviennent 
p=:nP, nQ , s = nS, f = n 7’, c’est-à-dire, varient 
proportionnellement , sans cesser d’être parallèles. 

' Donc si on incline toutes les forces dans diverses situa- 
tions , de manière qu'elles conservent leurs points d’appli- 
cation , leurs grandeurs et leur parallélisme , la résultante 
passera toujours par le même point , qui est ce qu’on 
nomme Centre des forces parallèles. 


% 

Fig. ai. 


Il est d’ailleurs évident que si tous les points d’applica- 
tion sont dans un même plan , ou sur une même droite, le 
centre des forces parallèles est situé sur ce plan ou sur cette 
droite. 

Au reste, nous ne présentons ce moyen de composer 
les forces parallèles que pour en faire concevoir nette- 
ment la théorie. Nous donnerons bientôt des procédés ana- 
lytiques qui serviront à résoudre ce problème d’une manière 
bien plus exacte et plus sûre. 

34- Soient P et Ç deux forces parallèles agissant dans 
le même sens , et leur résultante R : d’un point quel- ’ 
conque de leur plan pris en dehors des forces , menons 
la droite y/D perpendiculaire à leurs directions , et regar- 
dons les points P, C et D comme ceux où ces forces soot 
ap|illquées ; faisons y^C=r, AD — q, comme 

AC=:BC -f- AB = AD — BC, ou r = B.C-\-p=q — DU, 
en multipliant l’équation P =z= P -}- Q par r, on trouve 

Pr = P ( BC +/») 4- Ç (y — DU) , et comme 

P X BC = Ç X 1)C, on en conclut 


Rr=Pp+ Qj - , • • (fO- 
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Prenons maintenant le point A' , au-dedans de l’espace Fig. aj. 
PEQD , et désignons par y , r, les distances des forces 
à ce point : on a A'C = BC — A' B = A'D — CD ou 
r = BC — P = Ç — CD ; multiplions de même par r 
l’équation R = P Q , nous aurons eu réduisant 

Rrz=Qç—Pp. 

Ainsi le moment de la résultante est égal à la somme dans 
le premier cas , et à la différence dans le second cas , des 
momens des composantes. 

Voyons maintenant ce qui arrive lorsque les forces 
agissent en sens opposé. Puisque la force Q' , égale et pjg, 
opposée à la résultante Ç, met en équilibre les composantes 
P et R , on peut regarder la force R comme destinée à 
mettre P et ^ en équilibre. Les équations précédentes 
devant avoir lieu pour les composantes P et Q' et lenr 
-résultante qui est une force égale et opposée à iî , il vient 
Rr=: Ç/t/±. Pp, en cumulant , par le double signe 
les deux cas où l’origine des momens est prise en dehors des 
forces P et ü, ou entre elles. Ciomme on tire de là 

Q'ç = Rr qr Pp ; 

ce qui démontre que le moment de la résultante Q des 
deux forces R et P qui agissent en sens contraire , 
est encore ici égal à la somn?e ou à la différence des mo- 
mens des conrposantes ■; seulement on prendra le signe -i— 
dans le cas où l’origine des momens sera en dehors des '' 
forces , et le .signe -l- dans l’autre cas; ce qui est précisé- 
ment le contraire de ce qu’on a fait ci-dessus. 

Conchrbns de là que l’équation (A’) est vraie dans tous 
les cas , et que le moment de la résultante de deux Jorces 
parallèles est égal à la somme des momens des compo- 
santes ; mais il faut avoir soirr d’attribuer à ce» momens 
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des signes conformes à ceux qu’on vient de trouver. Or , il 
est facile de voir qu’il suflit pour cela de regarder comme 
affectées de signes contraires, i“. les perpendiculaires pet q, 
lorsque partant de l’origine des inomens , elles sont diri- 
gées dans des sen.s opposés ; et, 2 “. les forces Pet Q , lors- 
qu’elles agissent en sens contraire. 

On peut encore remarquer, comme précédemment ( 26 ), 
que cette manière de déterminer les signes , équivaut à 
regarder comme affectés de signes différens les momens 
des forces qui tendent à faire tourner le système en sens 
contraire autour de l’origine .supposée fixe , et ne pas ou- 
blier toutefois que la rotation qu’on introduit ici n’est que 
de pure commodité. 

35. On observera que tout ce que nous venons de dire 
Fig. ai. ligne , menée à angle droit sur les directions 

des forces, a encore lieu pour toute autre ligne ylG , 
menée d’une manière quelconque ; c’est-à-dire qu’on a 
aussi 

R X AFi= P X AE -f Q X AG. 

Cela résulte de ce que le théorème du n“. 3i a lieu , 
quels que soient les angles formés par les forces parallèles 
avec la ligne sur laquelle sont situés leurs points d’ap- 
plication. 

Nous pourrons même dire que dans tous les cas , ta 
résultante de deux forces est égale à leur somme , et que le 
moment de la résultante est la somme de leurs momens , 
* pourvu que nousne considérions plus les perpendiculaires et 
les forces mêmes que comme de simples nombres abstraits, 
et que nous attribuions à chacune un signe dépendant du 
sens suivant lequel elle est dirigée. C’est pour donner à 
ce théorème toute l’évidence possible , que nous avons 
développé successivement les quatre cas que le sy.stèmc de 
deux forces peut présenter.: mais il aurait été entièrement 
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rignurenx de le conclure de l’cquation (N) , en recourant Fig. ai. 
aux principes généralement avoués relativement aux si- 
gnes algébriques. (Consultez à cet égard mon ConrsdeMa- 
thématiques , n°. 33o). ^ 

36. Le théorème du n”. 33 tenant lieu des principes 
prccédens , peut être employé à la résolution des problè— ’ 
mes relatifs à la composition de deux forces parallèles. Re- 
prenons , par exemple , ceux du n“. 3a, et les désignations 
qui y sont employées. 

Dans le premier où il .s’agit de trouver la résultante Fig- >8. 
de deux forces P el Q parallèles qui agissent dans le 
même sens , on a R = P-f" C? • C- *>• on forme tour à tour 
les produits des puissances par les distances de leurs 
points respectifs d’application aux points A et C , ceux 
des forces Pet Ç seront succe.ssivement nuis, et on aura 
Rp = aQ , Rq ■= aP. On retrouve ainsi les valeurs de 
P, P et q. 

Ces mêmes équations font aussi connaître les compo- 
santes P el Q d’une force connue R , lorsque leurs points 
d’application A et C sont donnés. 

Enfin, si on veut composer deux forces parallèles op-pig. jp. 
po.sées Pet P, en prenant pour origine le point A d’ap- 
plication de la plus petite P, on a aQ = Rp , outre 
Q = R — P. On reproduit ainsi les solutions déjà obtenues. 

Mais cette marche est sur tout utile dans les théorêifies 
suivans. ' 

3y. Soit un système quelconque de forces parallèles 
P, P', P ". . . appliquées dans l’espace aux divers points 
d’un corps; désignons par x' , y' , z' •, x" ■, y" , z" . les 
coordonnées respectives de ces points rapportés à trois 
axes rectangulaires Ax , yly et Az : soient enfin D et K 
les points d’application des forces P et P^^ , G celui dis 
leur résultante R' ^nommons a' , b' et c' les trois 
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Fi^.92. coordonnées de G , nous aurons 

AB = x ' , BC =y' ( CD = A j 
All—x'', Hl t=y", JK=z", 

AE = a’ , EF=zb', FG = c' y 

Prolongeons la droite DK jusquà la rencontre L avec le 
plan zy , nous aurons R' =. P P^l y eX ' 

R’ y. LG — F X LD + PH X LK -, 

et comme les distances LG , LD , LK , sont proportion- 
nelles à leurs projections AE , AB et AH , sur l’axe des x , 
on peut remplacer les unes par les autres dans notre 
équation , qui devient par là R'a' = Px' -^Pflx/L On 
raisonnera de même par rapport aux axes des^ et des z ; 
on a donc 

» 

R> = p +piy R' b' — Py'+ P«y" , 

R'a' = Px' -i-Pix'ty R'c' = Fz' -{-Piz/I. 

Il suit des dévcloppemens donnés dans le n“. 34 sur les 

• 

signes , que les termes de ces équations ne sont pas essen- 
tiellement positifs. On devra examiner , pour fixer ces 
signes , si l’une des forces P , P " , n’agit pas en sens 
contraire , et si quelqu’une des coordonnées x' , y' , z' , 
n’est pas négative ; puis on combinera ces diverses cir- 
coqjtances.Les facteurs de chaque terme ayant ainsi unsigne 
connu , celui de leur produit s’en suivra. On devra faire la 
même remarque par la suite. Du reste, ces quatre équations 
font connaître la grandeur de la résultante , le sens dans 
lequel elle agit et le point où elle est appliquée ; c’est ce 
qui sera bientôt développé plus au long. 

Composons maintenanl la force R' ( qui remplace P 
et P' ) avec la force P"' ; on aura de même , 

RH =R' +P", R"a« —R'a' + P"x<" 
Ri'bHzx R' b' + P"f" y R"c" = ü'c' 4- P''A.H 
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substituant pour R', R'a' , R'h' , R' c' f leurs valeurs, on Fig. as* 
obtient celles de R '^ , R^a^', R'^b'' , R'^c", On peut con- 
tinuer ce raisonnement autant qu’il est nécessaire , cl il est 
visible que pour déterminer la résultante R et sa position , 
on aura les équations 

R = P -f-P" -fetc.' 

Rx — P 3/ -{- PHx" -f- etc. 

Ry = Pf + P"y» + etc.j ^ 

Rz = Pz' -f- P'/z" -j- etc. 

On doit toujours observer de prendre négativement les ^ 
forces et les coordonnées dirigées en sens contraire de 
celles qu'on regarde comme positives. La première de ces 
équations détermine la grandeur de la résultante ; son point 
d’application a pour coordonnées 


P x' -j- P'x" etc.\ 

jf> _j_ I 

I»y' -f piyd -l- etc.! 
— J* + p/ etc. ) 
P z' P'zd -f- etc.l 
P Pd -}- etc. / 


(P)- 


38. Observons que les coordonnées x, y el z désignent 
les distances respectives des plans des yz xz et xy , aux 
points d’application des forces : Rx , P x' , Px" . . . sont 
donc les produits des forces , par les distances de leurs 
points d’application au planjj'^; c’est ce qu’on nomme les 
momens de ces forces par rapport au plan de yz ; de 
même Ry , Pf , P'y" . . . . sont leurs momens par rap- 
port au plan des xz. Ainsi la résultante d’un système de 
forces parallèles est parallèle à ces forces , et égale à leur 
somme , son moment est égal à la somme des momens de» 
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Fig. 82 . composantes. Ce lhcor(*mc sert à faire connaître la gran- 
deur, la direction et la po.sition de la résultante, bien 
entendu que les signes doivent toujours être déterminés 
d’après les considérations exposées (34). 

On ne devra point oublier par la suite que les momeias 
dont il s’agit ici sont très-différens de ceux que nous avons 
déjà employés , puisque c’était alors (a5) des produits de 
forces par leurs distances à un point pris dans leur plan , 
tanilis que lorsqu'il est question de forces parallèles , on ' 
entend par momens les produits de ces forces par les dis-, 
tances de leurs points d’application à un plan quel- 
conque. 

Si le plan des ay a été pris perpendiculaire aux direc- 
tions des forces , chacune d’elles e.st projetée sur ce plan 
, eu un point; les x cl Ies_y désignent les distances respec- 
tives de ces forces aux plans desj)'^ et des xz , auxquels 
elles sont parallèles; il .suffit alors de prendre les momens 
des compo.santes par rapport à deux plans parallèles, pour 
en conclure la distance de la résultante à ces plans : ainsi 
on doit employer alors seulement les trois équations 

n =zP -f etc. 

Rx—P'x' + P"x"-ireic. >... (Q) 

Ry Py' -f- piy'i -j- etc. J 

L’une détermine la grandeur de la résultante ; les deu.x 
autres en donnent les distances x et_y aux plans des^j's et 
des xz., et font connaître sa direction; on a 

Px' + Pl^xll -f- etc. P'y' ■¥ P"y" 4* etc. 

* = p + p//_|-ctc. ~ p+py-f-etc. 

Si toutes les forces étaient di.sposées dans un même plan, 
qu’on pourrait prendre pour celui des xy, on aurait 
r' = O , z^lzzz O... cl par conséquent z = o ; ainsi la résul- 
tante serait située dans, le plan des forces. De plus , on 


I 
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aurait seulement les trois équations , qui donneraient 
les valeurs (R) pour les coordonnées du point d appli- 
cation. Si les forces étaient parallèles à l’axe des la résul- 
tante le serait aussi , et serait déterminée par les deux 
premières équations (Ç). 

3q. Les étjualions (P) étant indépendantes des direc- 
tions des forces, il est évident qué le point qui a pour 
coordonnées z, doit rester le même, lorsqu’on fait 

prendre aux forces d’autres directions parallèles , pourvu 
qu’on ne change pas leurs points d’application. Il s’ensuit 
que dans tout système de forces parallèles, il existe un 
point, indépendant de leur direction commune, par 
lequel passe toujours la résultante , lorsqu'on fait tourner 
les forces sur leur point d’application , sans cesser d’être 
parallèles entre elles; les valeurs {P) donnent les coordon- 
nées de ce point qui est le Centre des forées parallèles. On 
observe en outre que ce centre est unique dans le système, 
etqu’ilne varie pas lorsqu’on fait varierproportionnellement 
les foices , c.-à-d. en substituant nP, riP"... à P, P"...) 
puisque cela revient à multiplier les deux termes de chaque 
fraction par n. 

Lorsque les forces sont disposées dans un même plan , 
le centre des forces est dans ce plan , et ses coordonnées 
sont les valeurs [R). Il serait également facile de voir que 
lorsque les points d’application des forces sont tous sur une 
droite, le centre des forces est sur * eltc droite. Nous 
retrouvons donc par l’analyse les divers théorèmes du 
n». 33. 

4o. Soit un système de forces P , P", .. . P.") paral- 
lèles en équilibre ; l’une quelconque d’entre elles , telle 
que. Pé'l , devra être égale et directement opposée à la 
ré.sultante R ue toutes les autres : cherchons les équations 
qui expriment cette condition. Composons en une seule 


) 


Ig. aa. 
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Fig. 22 puissance R toutes Jcs forces du système excepté une 

la grandeur et les coordonnées a, ^ et c du point d’appli- 
cation de R , sont données par les équations (O) : on a 

/Î=:P +P'+etc. 

Px'+P'x''+etc. 


Py'-i-P'v" -h etc. 

Pz'-\-P'z"-\- etc. 
R 


Mais en désignant par a et fl les angles que forment avec 
l’axe des z les projections de R sur les plans des xz etj^z, 
on a pour leurs équations 

X — a = tanga(z — c), y — i = tang (S ( z — c ). 

Maintenant, pour avoir la résultante totale, il ne s’agi- 
rait plus que de composer en une seule les deux forces 
et R. Mais puisqu’il y a équilibre, il faut qu’elles 
soient égales et dirigées en sens opposés dans la même 
droite ; ainsi d’une part on a ü = — P "l ; et de l’autre , 
les coordonnées x'"), yi") et z(") du point d’application 
de la force doivent être situées sur la direction de R y 
et satisfaire aux équations précédentes. Si donc on y subs- 
titue pour R , a, c , leurs valeurs , on obtient 

P +/»' +etc.i=o ) 

Px' -\-P'x”-\- etc.=tang«(P'z'-f-P"z"-f- )> [S). 

P y' -\-P" y" = Pz' P'z'' etc. )j 

Telles sont les équations d’équilibre des forces parallèles ; 
on a omis ici les termes P -!') , etc. , comme étant 

suffisamment indiqués par la forme même de chaque 
expression. 


Digitized by Google 



DECOMP. DES FORCES. 


43 


4. De la décomposition des Jorces. 

4 i. Nous venons de déterminer la grandenr, la direction et Fig. a?, 
la position de la résultante li d'un système donné de forces 
concourantes ou parallèles , et nous avons fait dépendre toute 
notre théorie de ce principe : deux jorces égales et directe- 
ment opposées se détruisent. \\ s’agit maintenant de résoudre 
le problème inverse , qui consiste à décomposer au con- 
traire une force donnée en plusieurs autres. Pour cela il 
faut supposer que R est donnée, et qu’il s’agit d’en trouver 
les composantes ; il faut donc regarder comme connu , 
dans les équations précédemment obtenues , tout ce qui 
est propre à la résultante, et chercher tout ce qui dépend 
des composantes : or, il est clair que ce problème ren- 
ferme plus ou moins d’indétermination. Nous avons déjà 
résolu , n®. 3 a , quelques problèmes de ce genre. 

Par exemple , si on veut décomposer une force R en 
d’autres forces P' , P". .. . agissant sur le même point, 
et disposées dans le même plan , il faut trouver les gran- 
deurs et les directions de ces dernières à l’aide des équa- 
tions ( JB , 22 ) , c’est-à-dire déterminer P, P'.„ 
par les équations 

P cos a.' -f- P' cos a.” -j- etc. = R cos a. 

P sin a' -f- P' sin a" -}- etc. = R sin a. 

Or, comme elles ne peuvent faire connaître que deux de 
ces quantités , on voit qu’on pourra disposer de toutes , 
excepté de deux d’entre elles. 

Pareillement si on voulait que les composantes fussent 
appliquées au même point, mais disposées dans l’espace , 
on emploierait les équations f G . n". 28^ , qui ne déîcr- 
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minent que les sommes A", l’et Z des composantes dans 
le sens de chaque axe. L’Indélerminalion est ici plus grande 
quoique le nombre des équations soit plus considérable , 
parce que celui des inconnues est augmenté. 

En général , pour décomposer une force donnée R en- 
d’autres, il faut ircgarder les composantes comme connues; 
puis jK)scr les équations qui serviraient à déterminer leur 
résultante R ; enfin , disposer arbitrairement de plusieurs 
des quantités relatives aux composantes inconnues, de 
manière qu’il n’en reste qu’un nombre égal à celui des 
équations. 

6 . Des Pressions sur les points et sur les axes fixes. 

42. Pour que la résultante d’un système soit détruite, par 
un axe ou un point fixe, il faut qu’elle le rencontre: mais il 
est très-important de connaître quelle pression cet axe ou ce 
point c|jrouve; car s’il n’est pas capable d’une résistance 
indéfinie , l’obstacle peut n’êtrc pas suffisant pour détruire 
l’action des forces. La réaction étant toujours égale et 
contraire à l’action , cette PHESSION est visiblement égale 
et opposée à la force qui devrait être employée pour 
produire Vèquilibre. dans le système , sans le secours de 
l’axe ou du point fixe. Si donc on cherche la résultante 
du système , le point fixe où elle est appliquée doit éprou- 
ver un effort de même grandeur et de même direction 
qu’elle. Ainsi la recherche de la pression exercée sur un 
point fixe , est réduite à celle de la résultante, 

Çi. Quand il s’agit d'nn corps retenu par un axe, le 
corps ne peut se mouvoir qu’en tournant sur cet axe : nous 
le supposerons fixé en deux de ses points, qn’onappclle Tou- 
rillons, dans des Colliers ou Crapaudincs , alors il est beau— 
çou[) moins Intéressant de connaître la pression qu'eprouve 
le point où la résultante rencontre l’axe , que l’effort qui 
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a lieu sur les points d’appui. Soient donc EF l’axe fixe ; Fig. aS. 
A, B les deux colliers; JKd/ la résultante. Pour trouver la 
pression exercée en A et en 21 , il ne s’agit que de décom- 
poser la force R en deux autres P et Ç appliquées eu 
ces points. Ce problème a été résolu n“. 3a , par les 
équations (32). 

On peut demander alors l’effort qu’éprouvent les apjuils 
A et B perpendiculairement à l’axe et dans le senS de cet 
axe. Pour cela il faut décomposer chacune des forces P e\.Ç} 
en deux autres qui aient ces directions. Soit t l’angle RMF^ 
ou l’inclinaison de la force R sur l’axe, on a R cos S pour 
l’effort suivant l’axe ; les efforts perpendiculaires sont. . . 

P = P sin f , Q' =Q sin I. 

Pour que les appuis présentent la résistance nécessaire à 
l’équilibre, Il faudra donc qu’ils équivalent au moins à 
deux forces égales a P et Q parallèles ; ou à une force 
P cos S dirigée suivant l’axe, et à des puissances Psinâ, 

Q sin i perpendiculaires à l’axe. (Voyez n“. m.) . 


CHAPITRE II. 

( 

De la. pesanteur et du centre de gravité. 

I. Propositions générales. 

44‘ L’expérience nous apprend que les corps aban- 
donnés^ à eux-mémes éprouvent dos efforts dirigés vei-s 
le centre de la terre : cette direction se nomme Verticale 
c’est celle que prend dans le vide , un corps qui n’est 
retenu par aucun obstacle. On appelle Plan horisontal 


) 
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celui qui est perpendiculaire à la verticale. Non-seule- 
ment tous les corps sont soumis à cette action , mais leurs 
parties les plus intimes y sont séparément sujettes : ainsi 
les portions quelconques d’un corps divisé tombent iso- 
lément, si aucun effort ne les arrête ; on prouve même que 
chacune de ces parties doit arriver à la surface de la terre dans 
le même tems qu’emploierait le corps entier. Si les choses 
nous paraissent se passer différemment , cela tient à la 
résistance de l’air : sous le récipient de la machine pneu- 
matique , l’or et la plume la plus légère mettent le même 
tems à descendre. (Voyez la Physique de Haüy et de 
Fischer'). 

45. Cette tendance universelle n’est pas essentielle aux 
corps ; c’est un effort réel dont la matière, par elle-même , 
est incapable ; ainsi il est dû à une puissance extérieure à 
laquelle on a donné le nom de GRAVITÉ ou PESANTEUR. 
La pesanteur est donc une force dont l’action s’exerce 
continuellement et séparément sur toutes les molécules 
de la matière : cette action n’est point comme celle des 
attractions chimiques , dont l’intensité varie pour les 
diverses substances ; celle de la pesanteur est la même sur 
toutes les molécules , et quelle que soit la nature des corps 
sur lesquels elle agit : c’est du moins ce que l’expérience 
confirme , ainsi qu’on le voit par l’expérience du pendule 
dont la durée des oscillations dans le vide ne dépend nul- 
lement de la substance dont il est composé. 

On donne le nôm de POIDS à la résultante de toutes 
les actions de la gravité sur les diverses molécules d’un 
corps. On ne doit pas confondre la pesanteur avec le 
poids , puisque la pesanteur est la force qui imprime des 
impulsions égales aux diverses particules des corps , tandis 
que le poids est la résultante de toutes ces impulsions. 

46. On appelle MASSE d’un corps la quantité absolue d« 
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matière dont il est 'composé : et il faut bien distinguer la 
masse d’iin corps de son volume, c’est-à-dire de l’espace 
géométrique renfermé par sa surface ; car l’expérience 
nous a appris que tons les corps sont criblés d’une infinité 
de trous , qu’on nomme pores:, ils ont donc des quantités 
de matière bien différentes sous des volumes égaux ; c’est 
ce qui fait que les corps de même volume .n’ont pas le 
même poids , quoique tous soient sollicités par la même 
force. Comme la gravité n’exerce son action que sur la 
partie matérielle des corps , et qu’elle a la même Intensité 
pour tous , il s’ensuit que le poids est proportionnel à la 
masse : d’où l’on volt que le poids dépend de la masse des 
corps , tandis que la pesanteur en est indépendante. 

4 y. On a nommé DENSITÉ le rapport de la masse au 
volume; de sorte qu’on dit qu’une substance est plus 
dense qu’une autre , lorsqu’elle a plus de masse sous un 
volume égal. Si on avait une substance qui n’eût point 
de pores, sa densité serait la plus grande possible , et en 
lui comparant la densité des autres corps, on aurait la 
quantité de matière qu’ils renferment ; mais ne connais- 
sant [(oint de substances privées de pores , nous ne pou- 
vons avoir que les densités relatives des corps, c’est-à-dire 
le rapport de leur densité à celle d’une substance donnée : 

M 

de sorte que dans l’équation D = , où D est la 


densité, M la masse, et V le volume ^’un corps, les 
quantités D, M et y expriment les rapports à des imités 
de leur espèce. 

Sid, m et V désignent la densité, la masse et le vo- 
lume d’un autre corps , on aura aussi d =r— ; on déduit de 
là que 

t'*. Les masses de deux corp^ d’égale densité sont en 


I 
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48 STATIQUE^ 

raison directe de leurs volumes; car </= D donne. . . ; 

M ^ 

~V~~ V ’ 

z". Les miisses étant égales, les densités des substances 
sont en raison inverse des volumes , car m = 3/ donne 

3». Les densités de deux corps de volume^s égaux sont 
en raison directe de leurs masses ; car V = v donne 

Ü _ M 

d ut 

On observera qu’on peut substituer les poids aux mas- 
ses, à cause de la proportionnalité; cl comme la densité 
est la même pour tous les corps homogènes, c’est-a-dire de 
même nature , on peut substituer aussi les volumes des 
corps à leurs masses , quand ils sont homogènes. 

48. Lorsque les corps obéissent à l’action de la gravite , 
les verticales décrites par leurs molécules se joignent au 
centre de la terre : ainsi ces verticales ne sont pas des 
lignes parallèles. Mais comme de tous les corps qui sont 
à notre disposition , il n’en est aucun dont le volume soit 
assez considérable pour que scs dimensions soient compa- 
rables au rayon de la terre , les actions de la pesanteur 
peuvent être considérées comme celles de forces paral- 
lèles appliquées aux diverses molécules des corps. Tout 
ce qui a été dit , n-. 33 el3ç), pag. 33 et 4t, « donc lieu ici : 
reprenons les ifsullats déjà obtenus, et appliquons-les 

à la gravité. 

i». Quand il s’agit de la pesanteur, le centre des forces 
se nomme Centre de graeité ou d'inertie ; ce centre est . 
•donc ( 33 et 3y) le point par lequel passe la résultante de 
tous les ejforts verticaux, exercés sur chaque mokcule par 
l'action de la pesanteur, quelle que soit la position du 
corps : celte résultante est parallèle aux forces , c csl-a- 


i 
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(lire verticale , et sa grandeur e^ ce qui constitue le poids 
du corps. Elle est égale à l’effort qu’il faut employer pour 
le soutenir. 

2®. Quelle que soit la position qu’on donne au corps , 
cette résultante passera toujours par le centre de gravité ; 
puisque faire varier la situation du corps équivalit à chan— 

, ger la direction des puissances, sans changer leurs grandeurs 
et leur parallélisme. 

3®. Un corps pesant est en équilibre, si son centre de 
gravité est soutenu , quelle que soit d’ailleurs la situation 
du corps relativement à cet appui. 

4®. Lorsqu’on veut trouver le centre de gravité d’un. 
S^téme de corps, on peut supposer la masse de chacun 
d’eux concentrée en son centre de gravité , puisque le poids 
de chaque corps est une force proportionnelle à la masse 
et qui passe par ce centre : par là, on n’aura plus a consi- 
dérer qu’un système de points pesans. 

5°. Pour trouver mécaniquement le centre de gravité 
d’un corp.s,il suffit de le suspendre successivement dans deux 
positions d’équilibre , à l’aide de fils verticau.x appliqués 
tour-à-tour en deux points différons de ce corps j l’inter- 
section de ces deux fils sera le centre cherché. 

4 q. Nous avons vu que les valeurs ( P page 3q) déter- 
' minent la position du centre des forces parallèles , en 
donnant les trois coordonnées de ce point. Faisohs-leur 
prendre la forme convenable pour qu’elles donnent celles 
du centre de gravité. Les forces P', P' .... etc. sont ici 
les actions qde la pesanteur exerce sur chaque molécule , 
actions proportionnelles aux masses sur lesquelles elles 
agissent , d’après . ce qu’on a vu (46). Soient m' , m« . . , 
les masses des molécules sollicitées par la pesanteur ; 
x', y' et z' les trois coordonnées de m' ; celle.® de 

fn^/, etc. on a P = gm\ P'< = gmH, etc. Les valeurs {P) 
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donnent donc pour les coordonnées X, V et Z du centre, 
de gravité 


X= 


m' x' -f- m" x" etc. 


1 m" -|- etc. 

Ky + 


r= 


z= 


m' -\-m" etc. 
m' z' 4- tn" + etc, 
m' -f- m" -f- etc. 


{A% 


Ces résultats sont indépendans de la force avec laquelle 
la gravité exerce son action. C’est cette raison qui a engagé 
Euler à préférer le nom de Centre d'inertie à celui de 
centre de gravité. • 

11 arrive quelquefois qu’on prend dans un système 
le centre de gravité pour origine des cooi'données ; alors 
onaX=o, X=o,Z=o;on conclut de là que 

to' ae' m” x" -f* ° ) 

m' y -f- m" y' etc. = o > . . . . (B'). 

m' z^ m" z" -f- etc. = o i 

Si le centre de gravité était dans le plan yz , la première 
de ces équations aurait seule lieu; s’il était dans l’axe desr, 

on aurait à-la-fois les deux premières. 

\ 

5ü. Les équations {A') servent à faire connaître les trois 
coordonnées du centre de gravité d’un système de points % 
ou d’un corps continu, et par conséquent la distance de ce 
centre aux plans respectifs des yz, des xz et des On 
peut remarquer que ces équations sont c<»iformes au théo-' 
réme des momens (38); car la première, par exemple, 
équivaut à [m' -f- m"-f-etc. ) x À=in'*'4-m"a;"-}-etc. 
Or, f m'-j- m" -f- etc. ) x X est le moment par rapport au 
plan yz , du corps entier considéré comme concentré en 
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*on cenlre de jgravité ; m'x' ^ m"x " , etc. sont les mqmens 
des molécules par rapport au même plan. 

Si le s)*stéme est homogène , on peut remplacer les 
masses par leurs volumes , puisqu’elles leur sont propor- 
tionnelles ( 47 ); et s’il est composé de molécules réunies 
dans un même plan , il suffira de prendre les momens 
par rapport à des axes tracés dans ce plan. 

2 . Du Centre de gravité du périmètre des figures 
rectilignes. 

/ 

5 1 . Le centre de gravité d'une ligne droite es/ situé en 
son milieu ; car il n’y a pas de raison pour qu’il soit plutôt 
d'un côté de ce point que <)c l’autre. 

5a. Trouver le centre de gravité du contour d'un poly- 
gone rectiligne (juelcontjue. 

L’action de la gravite .sur le polygone BCEFA se ré- 
duit à autant de forces partielles qu’il y a de côtés, ap— Fig. a 4 > 
pliquées aux milieux G', GH, G"',. . .de ces côtés, et pro- 
portionnelles à leurs longueurs ( 4 S, 4“0 • cc qu* revient à 
supposer le poids de chacun des côtes du polygone con- 
centré en son centre de gravité. Cherchons la résultante 
de ces poids,* soit par le principe de la composition des 
forces (3i), soit pur celui des momens (5o). 

I*. Si on se sert de la théorie de la composition des 
forces , on trouvera le centre I de gravité des deux droites 
AB et BC, en coupant la droite G' G" en parties qq^leur 
soient réciproques , à l’aide des équations (il:/,n°. }, dans 

lesquelles on fera P et Q égaux à AB etBC, On aura ds 
la meme manière le cenlre de gravité H- du système des 
trois côtés, AB, BC, CE, en supposant qu’il y a en 
/ et G'", des forces parallèles_et respectivement propor- 
tionnelles à BC AB et CE ; ain^ de suite. . . i 
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5a STATIQUE. 

a®. Si on veut employer le principe dea momens , on 
mènera dans le plaiv du ‘ polygone deux axes quelconques 
j^x , perpendiculaires entre eux : on désignera par 
ce', y ; etc. les distances des centres de gravité de 

chacun des côtés à ces deux axes, et par c', c".... les 
longueurs respectives de ces côtés ; c’est-à dire qu’on fera 
*' AP , y' — PG', BA = c' ; etc. 

La position de la résultante , par rapport à chacun des 
deux axes , sera déterminée par les équations {_A', 49 ) 

_ c'x' + c”x» etc. _ c'y -f çOyH -f- etc. • 

c'-f- c*-|- etc. * r* -j- elc. 

Ces valeurs donnent le point O , qui est le centre de gra- 
vité demandé. 

I 

3. Du Centre de gravité des aires planes et rectilignes. 

53. Soit G le centre de gravité du parallélogramme DE"; 
prolongeons les côtés AE , DF en B tl C de quantités 
égales à AE ; nous aurons un second parallélogramme CE 
égal au premier : soit H le centre de gravité de CE. En 
coupant la* figure suivant EF, et appliquant les parties 
l’une sur l’autre , BC sur EF, BE sur EA , CF sur FD , 
les centres // et G coïncideront ; ainsi la droite GH doit 
être parallèle à AB ,■ et on a IIK — GI. Mais si on fait 
éprouver à BF un double renversement ,. de droite k 
gau^^e , et de bas en haut , B tombera sur D et C sur A ; 
les ccrftres H et G devront encore coïncider, ce qui ne 
peut arriver à moins que BK ne soit ouAL=DL ; 

et qu’en outre on ait LG =.HK : donc LG — GI. Ainsi 
L est le milieu de AD et G celui de LI : d’où il suit 
que le centre de gravité d’un parallélogramme est situé 
au milieu dè la ligne qui joint les milieux de deux côtés 
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opposés^ ou si on veut, à l’intersection des deux diago- 
nales. 

54. Soit menée dans le triangle CAB la droite CD au Fig. 06, 
milieu du côté AB , et deux parallèles quelconques à 
AB ; ces lignes il/iV mn seront coupées en leurs milieux 
P (il P ; enfin tirons Mq Nr parallèles à CD, mq sera 
= nr. L’aire du trapèze NMmn étant ainsi partagée 
en trois, on peut remplacer (4S, 4“0 l’effet de la pesan- 
teur par trois forces agis.sant aux centres de gravité res- 
pectifs des triangles Mmq, ISnr et du parallélogramme 
NMqr : celui de NMqr est situé sur Pp. Prenons leurs 
momens re.lativement à l’axe CD et ( 35 ) parallèlement à 
.( 4 J 5 . Spient pour cela y=MP, P l’aire du parallélogramme 
Mr, et T celle des triangles égaux Mmq et A/ir. Le 
moment de P est nul , et on a pour celui du trapèze , 

■T ( J + a) — T (j -f- ;8) : donc , en désignant par a et ^ 
les distances de Mq et Nr aux centres de gravité des trian- 
gles Mqm c-t Nnr comptées parallèlement à MN , la dis- 
tance de CD à celui du trapèze (89) est 

Y T (tt — < 3 ) 

~ liT-f-P ' 

Cela posé , si on rapproche mn de MN de manièn* 
à rendre Pp n fois moindre, l’aire du parallélogramme > 

P . T 

deviendra 4 celles des triangles seront , uarce 

qü’elles sont comme les carrés des côtés Mq , Nr. En 
remplaçant P et T par ces valeurs, il vient pour l’or- 
donnée du centre de gravité de ce nouveau trapèze 

~ si +Pn ’ 

a' et /S' étant ce que deviennent « et /3 pour ces derniers ‘ 

♦ 
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Fig. aC- triangles. Or plus n sera grand, cl phis celle ordonnée 
sera petite , parce que a' et /g' convergent sans cesse vers 
zéro, et que j, T el P sont constans; on peut même 
prendre n assez grand pour que celte ordonnée soit aussi 
petite qu’on voudra. 

D'après cela , si on suppose le centre de gravité du 
triangle ACB hors de CD , en G par exemple, on pourra 
couper celte aire par une série de parallèles assez voisines 
pour que les centres particuliers des trapèzes ainsi formés, 
tombent sur une même ligne droite située en dessous 
de G, qui ne peut par conséquent être le centre de leur 
système. Donc t". le centre de gravité d’un triangle est 
situé sur la ligne menée d’un des sommets au milieu du côté 

Fig. 5o. opposé ; 2 “. celui d'un trapèze AEFE est sur la ligne LD 
^ui joint les milieux des deux côtés parallèles {*'). 

Fig. 27 . 55. Le centre de gravité du triangle ABC étant à-Ia- 

fois sur les droites CD , AE menées des sommets A cl C 
aux milieux des côtés opposés , ce centre est à leur inter- 
section G : ce qui en fait connaître la position à l’aide 

Fig. 28. (*) Woirc proposition n’est qu’un cas particulier de celte autre : 

le centre de gravtt'j de F aire de toute figure AMCB qui a un 
diamètre CD , est situé sur cette droite : cela se démontre d’une 
ntanière semblable à celle qui vicul d’être employée. On sait d’ail- 
leurs qu’on entend par diamètre une ligne qui coupe en deux par- 
ties égales toutes les cordes parallèles à AB. (payez mon Cours 
de Mathématiques , n“. 4^6 ). 

Ce théorème s’énonce aussi de cette manière : toute aire syrrié- 
trique par rapport à un axe , a son centre de gravité sur cct axe. 
Si l’aire a deux diamètres , ce centre est à leur interscctiou : s’il y 
a un centre de figure , ( Foy. mon Cours de tMalhcuialiqiies , u®. 4^4 ) 
il est lui-mème le centre de gravité. C’est ce qui arrive pour le 
cercle, l’ellipse, les polygones réguliers, etc. Celui d'un secteur ou 
d’un segment de cercle est SOT le rayon qui divise l’arc ea deui 
parties égales , etc. 
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d'une construction très-simple. Puisque J) et E sont lesF>g"> 7 ^ 
milieux de AB et BC, DE est parallèle k AC et en est la 
moitié ; de plus , les triangles AGC , GDE sont sem- 
blables; d’où Or, DE = ^ CA ; donc. . . . 

GA LA 

GE = j AG ; c’est-à-dire que si on divise AE en trois ‘ 
parties égale.s , GE sera l’une, et AG contiendra'les deux 
autres. Donc le centre de gravité de tout triangle est au 
tiers , à partir de la base , de la ligne menée du milieu 
de cette base au sommet. 

Il est d’ailleurs évident que la ligne menée de B au 
milieu de AC passe par G , puisqu’on prouverait de 
même qu’elle coupe AE an tiers de sa longueur. Le con- 
cours de ces trois droites en G peut aussi être démon- 
tré p.*ir analyse. Voyez mon Cours de Mathématiques^ " 
n". 376 , VU. 

56. Soit le trapèze ABFE ; le centre de gravité est sur Jo. 
la ligne LD qui joint les milieux des deux côtés parallèles. 

^Tirons la diagonale AF et les droites AL, FD, puis 
coupons LD en trois parties égales en S et G; les paral- 
lèles SO , GH k Ali, donnent en 0 et // les centres de 
gravité des triangles AEF, ABF. Donc celui du trapèze ' 
est aussi sur OH ; il est par conséquent en /. Ce centre 
^ est déterminé , comme on voit , par une construction 
très-simple. 

On remarque que le point I doit diviser OH en par- 
ties réciproques (3i) aux aires des triangles AEF, ABF, 
qui sont entre elles comme leurs bases EF = b, AB=iB: 


d , , B 

ou 1 — ■ = -^ = vrT: = -r- 


01 

IH 


SI 

IG 


AB 

EF 


ainsi 


SI+IG B -{-b 


SI 


B 


et SI . 


r^mB 

s 


, 'en posant LD — m. Si on ajoute LS 
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ou 3 /n aux deux membres , on trouve que 


LI = ^m X 


3.B b 

"C + Â' 


Si 6 ^ 0 , on a un triangle et LI — ^ m : si Bz=b, 
on a un parallélogramme et Ll= ^ m. Ce qui s’accorde 
avec ce qu’on connaît. 

. 5y. Trouver le centre de gravité de l’aire d'un polygone 

rectiligne quelconque. 

On mènera de. l’nn des angles A du polygone , des 
diagonales AC., AD, qui le décomposeront en plusieurs 
triangles, dont on cherchera séparément les centres de 
gravité G' , GH, G'", par le procédé précédent. On sup- 
posera le poids de chaque triangle concentré en ce point 
' ( 48 , 4 “* ) ? O” cherchera la résultante, soit à l’aide 

du principe de la composition des forces (3i), soit à l’aide 
de celui des momens (5o), 

r*. Dans le premier ras , on unira G' et G" par une 
droite; on supposera en G' et G" deux forces parallèles, 
respectivement proportionnelles aux aires des triangles 
AUC, ACD on aura le point O d’application de la 
, résultante à l’aide des équations (32,ilf),On aura de meme 
le point /f d’application de la résultante totale. 

2 °. Dans le second cas, on imitera ce qui a été fait dans 
le paragraphe Sa. On mènera dans le plan du polygone 
deux axes arbitraires perpendiculaires entre eux ; on sup- 
posera que c' , cH , etc. sont les aires des trfangles ; et 
que x' , y'; xH , y" , etc. sont les coordonnées de leurs 
centres de gravité G' , G", .. . On aura pour les distances 
de ces mêmes axes au centre de gravité du polygone, les 
valeurs du n®. Sa. Ces coordonnées déterminent le centre 
(Je gravité cherche. 

58. On voit, d’après ce court exposé , qu’on pourra 

il 
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trouver le centre de gravité de la surface d’un polyèdre ou 
d’un système quelconque d’aires planes terminées par des 
droites. Il ne faudra que chercher le centre de gravité de 
chacune des parties : le problème sera réduit à trouver 
celui d’un système de points ; ce qu’on peut faire à l’aide 
de la théorie de la composition des forces ou du principe 
des momens. 

4< -0“ Centre de gravité des polyèdres. 

5g. Soit un parallélipipède AG ; prolongeons les arê- Fig. 3i* 
tes AB , DC , EF, GH de quantités égales à AB , nous 
formerons un second parallélipipède Bg égal au premier. 

Or , coupant la figure suivant' le plan BG , et appliquant 
les deux parties l’une sur l’autre, la face BG tombera sur 
AH, et bg sur BG ; les centres de gravité I et G coïncide- 
ront : ainsi la ligne IG est parallèle k'AB, et hl—IG ; d, h 
et / st>nt les points où la droite IG rencontre les faces des 
' parallélipipèdes AG , Bg. Mais si oq fait éprouver à celui- 
ci un renversement , et qu’on applique la face ù^^sur 
AH , g sur A et b sur H, les corps co'incideront encore , 
ainsi que leurs centres de gravité : donc l tombera sur d , 
puis IG —dl f ainsi hl = dl. On voit donc que I est 
le milieu de dh, et même que / ne peut tomber en J, ù 
moins que d et I ne soient à l’intersection des diagonales 
des fiarallélogrammes AH et bg. 

Concluons de là que le centre de gravité d'un paralléli— 
pipède est situé au milieu de la ligne qui joint les centres 
de gravité de deux faces opposées , ou si on veut , à l’in- 
tersection des trois diagonales de ce corps. 

60. Etant donné le prisme triangulaire AFE , par le Fig. 5a. 
milieu Q de l’arèie AD z=z zh , menons un plan, parallèle 
à la base , nous formerons deux prismes égaux AX et QF , 
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3a. que nous ferons = P= j AFE. Soient i et i' leurs centres 
de gravité ; comme ils doivent se confondre lorsqu’on fait 
coïncider les prismes , la ligne i i' est parallèle à et on 
a i'K z=Hi , G , H et K étant les points de rencontre de la 
ligne ü' avec les basSs de ces corps. 

Concevons en ces centres des forces égales .nus poids des 
prismes, ou plütôt= P, et prenant les momens par rapport 
au plan QLX et parallèlement à AD , P y' iH — P y i'H 
est le moment prisme ylF, ou zP y IH .,'1 étant le 
centre de gravité du corps : d’où iH — Or, 
i'H= HK — i'K s=zh — îH \ donc ill ^ h IH : 
ce qui prouve que si le centre de gravité du prisme AF 
n’était pas situé dans^le plan QLX , celui de AX serait 
élevé précisément de la même quantité au-dessus du plan 
qu’on imaginerait mené à égale disUnce de ses deux 
bases. • ^ 

En raisonnant pour le prismey^X, comme on l’a fait pour 
AF\ et continuant de la sorte jusqu’à ce qu’on arrive à 
un prisme dont la hauteur soit moindre que a///, ce corps 
anrait donc son centre de gravité hors de' son volume , <;e 
qui est visiblement absurde. Donc celui de AX est situé 
^dans le plan QL'^ , tel qu’en JL 
33. Il nous reste à déterminer la situatiou de ce point dans 
Je plan QLX. Pour cela , faisons dans la base ABC les 
mêmes constructions que dans la fig. aG ; c’est-à-dire , 
menons AS par le milieu de PC, et les parallèles ]\^N , 
mn à BC ; Mq , JVr à AS : enûn , concevons par ces lignes 
des plans parallèles à AD. Le prisme quadrangulaire MZ 
-sera ainsi décomposé en un parai lélipipède et deux prismes 
'triangulaires, dont les bases sont 7l/r , Mqm^ Nra. De 
pins,, le plan y^D T'A contient le centre de gravité du paral- 
lélipipède , et si on prend les moniens de ces trois corps re- 
lativement à ce plan et parallèlement à PC,, en raisonnant 
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précisément comme au n”. 54 « on verra que le centre de Fig. 33. 
gravité des prismes MZ et AE est compris dans ce plan. 

, Mais il l’est pareillement dans le plan qui passe par l’a- 
réte £E et le milieu de AC : donc le centre de gravité 
d’un prisme triangulaire est au milieu de la ligne qui joint 
les centres de gravité de ses deux boMs. 

61. Cette conséquence est générale pour tous les pris— 

^ mes : car si par l’une des génératrices et toutes les autres 

on imagine des plans , le prisme sera coupé en prismes 
triangulaires. Soit ABCDE la sectio'n par un plan mené à 
égale* distance des deux bases; les centres G'GIG’" des -9^ 
triangles composans sont ceux des prismes mêmes. Con- 
cevons en ces points des forces égales à leurs poids res- , 

pectifs, et composons-les entre elles. Mais ces prismes 
étant comme leurs bases , leurs poids sont comme les 
aires des triangles ; en sorte que le centre de 'gravité H 
de leur système , ou celui du polygone BD , est le centre 
du prisme proposé. Donc le centre de gravité d’un prisme 
quelconque est au milieu de la ligne qui joint les centres de 
gravité des deux bases. ' • 

62. Démontrons que le centre de gravité de la pyramide 
triangulaire ARCI) est situé dans le plan A DE , mené par^'^' 
tarête AD et le milieu E de BC. Pour cela , coupons 
cette pyramide par deux plans parallèles à sa base, et soit 
AEF le tronc qu’ils comprennent entre eux, etAGHB le 
plan dont il s’agit; G et /fêtant les milieux de CD et FE. 

Si par les angles C et D de la base supérieure ADC , on 
mène les parallèles CK et DI à AB , le tronc sera formé 
du prisme triangulaire ADIKC et du corps KCDIEF, : 
de plus , si on mène les plans CAd/, DLL, parallèles à 
ADHG , on aura un second prisme triangulaire CKAILIl), 
et deux pyramides triangidaires CKFM et DILE : de 
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34- sorte que te tronc sera partagé en deux prismes et deux 
pyramides triangulaires. 

Cela posé , les centres de gravllé des prismes sftnt dans 
le plan AGHB ; ce plan contiendrait donc celui du tro'nc, 
si ceux des ‘deux pyramides y étaient compris. Mais s’ils n’y 
sont pas , en raisonnant comme au n°. 54 , on prouverait 
qu’en quelque lieu qu’on supposât situé le centre de 
gravité .du tronc , en rapprochant convenablement les 
plans parallèles qui le limitent , il y aurait absurdité ma- 
nifeste. Donc le centre , et par conséquent aussi celui de 
35 . la pyramide ABCD, est contenu dans le plan ADE. 
Pareillement il est dans le plan conduit suivant l’arête 
AB et le milieu de CD ; donc il est .sur leur intersection , 
qui n'est autre chose que la ligne menée du sommet A 
au centre de gravité de la base (*). 

On tire de là cette construction : pour trouver le centre 
de gravité de la pyramide triangulaire ABCD par le mi- 
lieu E de l’aréte BC , menez les droites ED , EA , aux 
angles D et A ; prenez sur chacune le tiers de sa lon- 
gueur, ou EF = -2 . ED , .puis EG.- ^.AE-, les droites 
AF et GD devront se couper en un point JI , puisqu’elles 


I 

(*) Lo»<{ue dei plans parallèles coupent un corps suivant ' des 
lifpirrs , cpii ont toutes respectivement pour diamètres leurs srctinna 
par un même plan , oa dit que ce corps est fiymèlriijue jwv rapjion 
à ce deruier plan, l'out corps sYniétrirjue nJutu cment à un plan 
a son cetUre de gravité dans ce plan.^ Celte propoiitiou se dé- 
montre d'une manière analogue à celle qu’on vient d'employer. Si le 
corps est symétrique par rapport â deu» plans , le ‘centre d.' gravité 
est sur leur section commune : ainsi celui d’un cylindre , d’un cône , 
de tout corps de révolution est sur son ave. Enfin si le corps a 
un centre de figure, il en est aussi le c:ntre de grav'ilé : celui de 
1a s(>hère est son centre, i 
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sont dans le plan AED : de plus chacune d'elles devra 
contenir ie centre de gravité cherché , qui sera par consé- 
quent en H. 

Menons GF; cette droite sera parallèle à AD , et sa 
longueur sera le tiers de AD , car elle coupe ED et EA 
aux tiers de leurs longueurs respectives ; et comme les 
triangles GHF et AUD sont semblables, on a 

y ; donc UF = i AH , et si on divise AF 
HF Gt 


en quatre parties égales, HF sera l’une d’elles, cl AH 
contiendra les trois autres. Ainsi le centre de gravité de la 
■pyramide triangulaire est situé sur la ligne menée de celui 
de sa base au sommet et au quart de la longueur de cette 
^ ligne à partir de la base. 

. La construction que nous venons de faire sur le milieu 
E de BC, peut être appliquée à toute autre arête BD, et on 
obtiendrait le- même point H. Celà résulte de ee que la 
ligne qu’on mènerait du centre de gravité de la face ABD 
à l’angle trièdre opposé C , devrait aussi couper GD et 
AF aux trois quarts , à partir des points D et A. 

63. Nous pouvons déterminer maintenant le centre de p;, 
gravité d’une pyramide quelconque car si on la coupe 
par un plan parallèle à sa base , et qui en soit 
éloigné du quart de la hauteur , la section sera un polygone 
ABCDE ; menant de l’un des angles les diagonales AC , 
AD , et conduisant par ces lignes et le sommet des plans , 
le corps sera partagé en pyramides triangulaires, dont les 
centres de gravité respectifs seront ceux (G'G*G'") 
des triangles ABC, ACD, ADE. Or , qu’ôn imagine 
les'poidsde cespyramides réunis en ces centres, comme elles 
sdÉp^roportionnelles à leurs bases , ou plutôt aux aires de 
ces triangles ; on voit que le centre de gravité H du poly- 
gone ABCDE sera celui de la pyramide proposée. De 
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Fig. 3o. plus , la ligne menée de ce centre yj au sommet, passe 
visiblement par celui de la base : donc le centre de gravité 
de toute pyramide est au quart , à partir de la base , de la 
ligne menée du sommet au centre de gravité de cette base. 

64- D’après cela, on peut trouver, soit à l’aide de la 
fompo.sition des forces , soit par le principe des momens , 
le centre de gravité d’un corps terminé par des faces planes, 
puisqu’on peut toujours le concevoir décomposé en pyra- 
mides ou en prismes , dont on saura trouver en particulier 
le centre de gravité; ain.si on n’aura plus à considérer 
qu’un système de points (49 )• 

Ces diverses propositions sont , dans la pratique , appli- 
cables aux surfaces courbes, parce qu’on peut les regarder 
' sans erreur sensible , comme composées de plans juxta- 
posés, c’est-à-dire comme des polyèdres. 


CHAPITRE III. 

\ 

Des machines. 

65. On appelle Machines des corps retenus par des 
* obstacles, tels que des points ou des axcs&xes, et à l’aide 
desquels les forces agissent les unes contre les autres. 
L’industrie et le besoin ont produit de concert ces inven- 
tions mécaniques; on distingue les macbines en simples et en 
composées. Il n’y a que trois machines simples , les CordeSy^ 
le Plan incliné et le Levier: il ne s’agit, pour former des 
machines composées, que de réunir en un même sy||||||||e 
plusieurs machines simples en les faisant communiquer 
entre elles. l<e but essentiel d'une machine est de changer 
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la grandeur et la direction des forces, de sorte que tout 
ce qu’on doit dire des machines n’est qu’une suite d’ap- 
plications très-simples des propositions démontrées précé- 
demment. • • 

Nous allons traiter séparément de chaque machine sim- 
ple, et des machines composées les plus ordinaires , en 
faisant d’abord abstraction des obstacles qui proviennent de 
la nature des matières qu’on emploie et de leur construc- 
tion , tels que le frottement , la roideur des cordes , etc. , 
nous réservant d’y avoir égard par la suite. 

1 . Des Cordes. 

♦ ‘ 

66. Les CORDES sont assez ^^nues pour que nous nous 
dispensions de nous étendre sur leur usage : dans ce que 
nous allons dire , nofls les considérerons comme parfaite- 
ment flexibles , sans pesanteur , et réduites à leur axe , à 
moins que nous n’avertissions expressément du contraire. 
Dans cet état , on ^^it que pour qu'une force transmette son 
actjon à l'aide d’un cordon , elle doit nécessairement le tirer 
et le tendre : ainsi , à cette circonstance près , les cordes 
ne se comportent dans un système que comme le feraient 
des verges rigides. On nomme aussi les cordes des Machi- 
nes Funiculaires. 

Nous appellerons Tension d’un cordon la force qui agit 
Il l’une de ses extrémités quand l’autre est fixe : lorsqu’on 
a deux puissances égales et opposées , appliquées à un cor- 
don , l’équilibre a lieu ; on peut alors regarder l’une des 
extrémités comme fixe ; la tension est l’une des forces qui 
agissent sur ce cordon. Mais si l’équilibre n’a pas lieu , 
ce qui arrive lorsque les deux puissances sont inégales , la 
tension est la plus petite des deux forces : car l’effet de la 
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plus grande est d’ané3ntir la plus petite , et de Tentrainei' 
dans le sens de sa propre direction comme le ferait une 
force égale à l’excès de l’une sur l’autre : or cette dernière 
partie de l’effet ne .peut contribuer à la tension , qui sera la 
même que s’il n’y avait que la plus petite des deux forces 
qui agit. 

Fig. 6. 67. Soient trois forces P, Q et iS, sollicitant un point 

matériel A ,h l’aide de trois cordes Al), AH et AK, unies 
par un nœud en A : comme on peut remplacer ces cordes 
par des verges rigides , il est visible qu’il n’y aura équi- 
libre entre les forces P, Q, S, qu'autant que la propo- 
sition ( 18 , 1 ) aura lieu ; le théorème du parallélogramme 
des forces , et toutes les vérités qui s’y rapportent reçoi- 
vent ici leur application ^médiate. En général , quel- 
que nombre de forces qi^n considère agissant à l’aide 
dé tordons sur un point matériel, ^es conditions de l’é- 
quilibre, ou la résultante, seront données , savoir : par 
les relations des n“*. 22 et 28 , si les forces sont disposées 
dans le même plan, et celles des n''*. 28 29 et 3 o , si 
elles sont dans des plans différons. 

V 

68. >lais lorsque toutes les puissances ne sont pas réu- 
nies en un même nœud , alors le cordon qui transmet 
leur action mutuelle des unes aux autres, prend la forme 
d’un polygone qu’on appelle Polygone Funiculaire : por- 
tons notre attention sur ce système remarquable , et sup- 
posons d’abord que toutes les forces soient dans un même 
plan. 

Fig. 36 . Ainsi soit P'M'M''M "^. ..... le polygone en question, 

et- P', P", P'" des puissances faisant avec une 

droite quelconque Ax menée dans leur plan, des angles 
a" .... Nommons a', a", .... les angles que forment 
les directions des cordons avec cette même droite ; et 

P • 

» 
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t'!,. ... le» tensions respectives des cordons P'M', Fig. 
M'M'/, Mm"> 

Cela posé, puisque l’action des forces 

se transmet suivant le cordon M'M" qu’elles tirent avec 
l’effort t'i ; il est clair que le nœud M' devra encore 
être retenu en équilibre par les forces P' et P", en sup- 
primant toutes les autres , pourvu qu’on introdui-^e en 
leur place une force t" qui tire le cordon M'M " 4 II faut 
donc que P', P" et t" soient en équilibre ; ainsi on 
aura , d’après les équations du n°. , pour l’équilibre^ 

du nœud 

( P' cos a! 4- P" cos a" 4- 1 " cos a" = o, 

M' l ^ 

l P' sin »' -j- P" sin a." t" sin a" = o. 

Observons d’ailleurs qu’on devra faire précéder ces divers 
termes du signe indiqué par le sens suivant lequel chaque 
composante agit ( 24 )- Nous les regardons ici comme po- 
sitives , lors même (ju’elles Sont connues ; car pour trou- ’ 
ver des équations générales et propres à être appliquées 
à tous les cas, il ne faut rien exprimer qui tende à at- 
tribuer aux forces données des directions déterminées , 
et se réserver , pour chaque cas particulier , de fixer 
leurs positions d’après les signes des sinus et cosinus , 
ainsi qu’on l’a déjà expliqué ( 24 ). Quant aux composantes 
inconnues, on doit regarder ces équations comme destinées 
à les déterminer d’après la connaissance des autres quan- 
tités ; si donc une force est inconnue ( ainsi que cela 
arrive ordinairement pour t" et a" ) on doit encore en 
laisser les composantes positives , et le calcul même don- 
nera, par les signes dont elles seront affectées, le sens 
suivant lequel elles agissent. 

Pareillement on peut supprimer les forces P' et P", 
pourvu qu’on introduise une force t" qui tire le cordon 

5 
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M'iM' vers M' ; èllè est égale et opposée k U 

précédente. Les puissances P^» • • • seront de même 
remplacées par la force agissant selon Donc 

au point M" l’équilibre a lieu entre les forces t", P" 
et t"', ce qui conduit à deux équatioits analogues aux pré- 
cédentes : seulement on doit observer que la force t» 
étant égale et opposée à celle qu’on a déjà employée , 
quelque signe que les composantes de l" aient dû rece- 
voir , elles doivent en avoir ici de contraires; regardons- 
|les donc comme négatives. Ainsi, nous avons pour le nœud 

^ t'i cos a" -f-P'" cos oJ" -j- f'" cos a'" — o,- 

\ ân «" + P'" sin a'" + t'i' sin a'" = o. 

On aurait de même pour l’équilîbfe du nœud 

> _ fin c6s d'" + P" cas a" + cos a'^ = o y 

I fKi a'" 4- P" sin + t'’’ sin a'^ = o. 


• et ainsi des autres. Toutes ces conditions sont nécessaires 
et sujfisantes pour l'équilibre. Si n est le nombre des cor- 
dons ou côtés du polygone, n — i sera celui des nœuds, 
et aCn—i) celui des équations; ainsi on peut résoudre 
tout problème sur le polygone funiculaire, pourvu que, 
renfermant 2(n — i ) inconnues, il ne s’ensuive pas de 
contradiction entre les équations, ce que le calcul ap- 
prendra ; et que de plus P% P" agissent en ti- 
rant (66). 11 y a 71 + I puissances P', P" autant 

d’angles a.', les tensions des cordons sont an 

nombre de rt — a eu n’y comprenant pas celles des cor- 
dons extrêmes qui sont déjà comptées (elles sont P' 
et PC'*"^"'.) ; il y a aussi n — n angles n", a'", ... : ainsi 
puisque nos équations comprennent 471—2 quantités, 
2 n — 2 seront incotmues et 2T1 données. 

69. Le problème le plus ordinaire est celui où, donnant. 
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toutes les forces , on demande si elles sont en équilibre ^ Fî^ 36. 
quelle est la figure polygone funiculaire, et quelles sont 
les tensions des cordons. On voit d'abord que les don- 
nées sont Pi Pf,..., et', dont le nombre est 

2 ; ainsi on donne deux quantités de trop : on 
devra donc être conduit à deux équations de condhiorr 
pour que l’équilibre ait lieu. Prenant la première équa- 
tion de chaque groupe, ajoutons-les entre elles , 2 , .3 , . . . 
ensemble, et faisons-en autant pour les secondes, nous 
aro ns : ^ 


ip cos «' -f- P' cos a" -f- t" cos o" = O. 

Ip' sin a' + P' sin «" 4- t" sia a" = o. 
tP cos a' + P cos -f* P" ■}“ — • 

(P sin a' -j“ P' si** “f* P'" si** “f" P' ®i** — ** 

I Pcos»' -f-P^cosa" -{-P'cos cos f"cos a‘” = o 

IP sin ct'-f-P"sina*-f-P'"sin«'"-l-P‘’sin sina'^=o 

et ainsi des autres. 

11 est clair que ces résultats conduisent tous è des équa- 
tions de la forme t cos o = — X , t sin a= — Y , Xet Y 
étant des quantités connues(^, qui représentent la sommo 
des composantes des forces données dans le sens des axes. Ën 
quarrant et ajoutant (comme au n*. 22) on a r’=X''j-l'^ ÿ 

^ Y . . 

de plus , en divisant , on trouve tang a= : ainsi on 


connaîtra P, P. .. . a\ a». ... ; c’est-à-dire , les tensions \ 
et les directions des cordons : leurs longueurs sont d’ail- 
leurs arbitraires. Le premier et le dernier cordon du 
polygone sont tendus par les deux forces extrêmes , oa 
pourra donc construire le polygone funiculaire. Enfin, ea 
ajoutant toutes les équations dans l’ordre ci-dessus dé- 
signé , on obtient , 
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Fig. 36. P'COSa'-{-P*'coS«*'+®^‘^-+jP^"’^''coSa("^0 = O, 

P' sina'+-P®s>n«^'^4*®*‘^‘H"-P^"‘^‘^ sInaC"+‘)=o. 

Ce sont les deux équations de condition dont nous avons 
parlé ; et l'équilibre ne peut avoir lieu si clics ne sont 
satisfaites. On voit, en les comparant avec les valeurs 
X= O, E= O, du n®. a3, que pour que tant de forces qu’un 
voudra soient en équilibre autour di'un polygone funicu- 
laire , il faut que si on transporte ces puissances parallè- 
lement à leurs directions pour les appliquer en un même 
' point, elles soient en équilibre. Ainsi, deux des quantités 
jP', P". . . . , . a', aH. . . . doivent être inconnues; nos 
équations de condition serviront à les déterminer par le 
même procédé que et a". On pourra , par exemple , se 
proposer de trouf^er la dernière puissance et sa direction. 

Mais on ne doit pas oublier que F équilibre n’est la con- 
séquence de ces deux équations (a), qu’ autant que le 
polygone est de forme inconnue; et qu’on doit dans tous 
les cas satisjaire à z (n — i ) CONDITIONS , pour que les 
forces s’entre-détruisent; ces conditions sont exprimées par 
les équations que nous venons de trouver , et elles ser- 
vent à déterminer les inconnues du problème : par exem- 
ple, la figure du polygone, lorsqu'on connaît seulement 
les forces en grandeur et en direction. 

La tension tH du cordon M'MH, devant faire équilibre 
aux forces P', P*, est égale à leur résultante ; la force 
l]ui agit sur. le point M" est donc la même que si deux 
forces P/, P^l y étoient appliquées parallèlement à leurs 
directions, et ce point est sollicité par les quatre forces 
( P', P//, P'" et t'" : or on ferait voir de même que t'" 
équivaut aux autres puissances P", P’, etc. Ainsi chaque 
angle du polygone est dans le même état que si toutes 
les forces y étaient appliquées parallèlement à leurs 
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directions. H faut d'ailleurs obsei^'er que tout ce qui vient 
d’être dit ne suppose pas essentiellement que chaque angle 
du polygone n’est sollicité que par une seule force. Si 
donc on veut établir l’équilibre dans un polygone Junicu— 
laire , il sujfit de déterminer une force de manière quelle 
satisfasse aux deux équations de condition , et de la pla- 
cer en l’un quelconque des points du cordon. 

70. Toutes les conséquences que nous venons de dé- 
duire ne sont pas particulières au polygone funiculaire 
plan : on y parviendrait de même en imitant ce qui a 
été dit ci-dessus, et décomposant les forces parallèlement 
à trois axes. Nous ne nous arrêterons point à cette théorie^ 
assez facile pour que chacun puisse parvenir auément au 
résultat ; de plus , on pourra en conclure que les pro- 
jections du système sur chaque plan coordonné forment des 
polygones juniculaires en équilibre. 

71. Soit un cordon P'M'M’>. . . , dont l’une des 35. 
extrémités B est retenue par un point fixe ; l’autre 
extrémité P', ainsi que plusieurs points M', M". ...» 

de ce cordon , sont sollicités par des forces quelconques 
P", P'". . . . données en grandeur et en direction ; il suit 
de ce qui vient d’être dit, que l’équilihre s’établira et que le 

polygone funiculaire prendra une figure P'Ü'Ï^M'' 

qu’on construira facilement. Car l’effort exercé sur le 
point fixe B est la tension Pv"+‘) du cordon retenu par 
ce point ; on peut par conséquent remplacer le point 
fixe , dont on suppose d’ailleurs la résistance suffisante, 
par une force Pv" + 0 .qui sera facile à déterminer, puis- 
que , étant donnée par les deux équations (a) , elle 
sera exprimée en grandeur et en direction par la résultante 
de toutes les forces, supposées transportées parallèlement 
et appliquées en un même point , qu’on peut prendre 
pour le point fixe. 
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Fig. 36. A plus forte raison si tes deux extrémités du cordon 
«ont fixes , i équilibre aura-t-il lieu , et le problème de 
la -ooruitruetion du polygone sera alors indélenniné , i 
■moins toutefois qn’on «e donne en outre quelque condi— 
4ian , telle que la longueur de la corde , ou toute autre. 
■Si , >par exemple , les directions des cordons extrêmes sont 
données, alors nos -deux équations (o) feront connaître 
leurs tensions P' et #*'.■'' + s) ou les pressions des points 
■fixes. On peut à ‘la place de ces équations employer cette 
•construction : on prolongera les cordons extrêmes Ü'M'*, 
P'M', d<mt la direction -est connue, jusqu’en leur point 
•de concours o , auquel on supposera que toutes les forces 
I ip//^ ^ appliquées parallèlement à leurs direc- 

tions (69) ; ensuite on cherchera leur résultante, qui, dé— 
-composée suivant les directions des cordons extrêmes, fera 
connaître les pressions P' et 

72. îl résulte de cc qu’on a dit précédemment, qu’on 
Fi". 6. peut tendre une corde pesante en ligne droite , si ce 
•n’est verticalement ; car le poids de la corde II AK. peut 
^fttre assimilé à une force appliquée au centre de gra- 
vité A : or soit P le poids de ce cordon , et Q et 5 les 
forces égales destinées à le tendre , on a (18, I) 

Q sin PAS 

P 

■Or, plus la corde est tendue , plus Vjsmg\e JQAS est grand, 
et plus aussi PAS approche de Fangle droit ; de sorte 
que pour que la corde soit tendue horisontalement en 

ligne droite , il faudrait qu’on eût , ou. . . 

P O 

Ç = 5 = oc , tant que P n’est pas nul. Ainsi quelque 
) petite que soit la force P, elle fera plier la corde. C’est 
ce que l’expérience confirme. 
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I)e VEtjuiifbre d’un corps (fui jte peut se mouvoir que 

• sur une ^nrjfice , et eji particulier sur un Plan. 

73 . Il est évident qu’ijne force , Je direction pecT- 
pen(jiculairc h un plan ) sollicitant un point inatériel 
jcÿt entièrement détruite p^r la ,rési,stanc.e du plan , puis- 
.qn’U n’y 9 pas de raison pnur (jue ce poiu,t se meuve 
/dans un sens plutôt que dans un autre. Réciproquement ^ 
j).our qu’une force unique sollicitant un point matériel 
sur un plan le laisse immobile , il faut qu’elle soit dp 
direction perpendiculaire à ce plan ; car si cette force était 
dirigée obliquement , on pourrait la décomposer en deux 
autres, l’une dans le sens même du plan, et l’autre de 
direction perpendiculaire au plan ; la première produi- 
sant entièrement soii effet , le point obéirait à soiPaclion , 
ce qui est contre l’hypothèse. i ■ ' 

Donc un corps pesant, abandonné sur un plan , n’y peut 
être en équilibre que lorsque ce plan est" horisonlal , 
puisque la direction de la gravité est verticale. 

Donc aussi pour qu’un système de forcps ’retienne un 
point matériel ep équilibre sur pp plan , il est nécessaire 
et il suffit que la résultante de ees forces soit perpe.ndi-~ 
fulfiire d çe plan. Si donc on prend ce plan pour celui 
de xy, et si on cherche la résultante de toutes les forces, 
comme il a été dit ( 2 g), les équations (/ ) de celte résultante 
devront être réduites à * = et y^y' : ainsi U y f 
DEUX CONDITIONS d’équilibre J X z= o , Y=30. 

74* Comme on n’a le plus souvent que deux forces 
P' et P't, U convient d’examiner ce cas particulier : on 
voit d’abord que le plan des forces doit être perpendi- 
culaire au pîan donné, puisque leur résultante doit l’être. 
De plus , si on décompose chaque force en dpu.x , Tuoe 
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dans le sens du plan , et l’autre qui lui soit perpendi- 
culaire , il faut que les deux composantes dans le sens 
du plan soient opposées et égales. De ces deux dernières 
conditions, la première est satisfaite, puisque le plan des 
forces est perpendiculaire au plan donné : quant à la se— 
Fig. 57. condc, le plan de la figure 87 étant celui des forces, et AB 
son intersection avec le plan donné. Nommons #'ct^les 
angles que forment les directions des forces P et P avec, ce 
plan: les composantes qui lui sont perpendiailaires (18, V ) 
sont P' sin è' et P sin 0 ; on a pour les composantes dans 
le sens du plan P' cos i' et P cos i j donc 

P' cos 6 ' =P cos 8. . . . (i). 

1 

. Ainsi il faut DEUX CONDITIONS poitr l’équilibre de 
dcxix fdhees ; la première exige que le plan des forces soit 
perpendiculaire au plan donné ; la seconde est renfermée 
dans l’équation [b], 

75.^Quant à la pression qu’éprouve le plan , elle est la 
.somme des composantes qui lui sont perpendiculaires : 
soit N cette pression , on a 


N z=z P’ sin 0' -|- P sin i. 

„ , P'cosê' 

En mettant pour P sa x-aleur — , et observant 

‘ cos t 

. que sin t cos 6' + cos S sin «' = sin ( « + «') , on trouve 
pour la' valeur de la pression dans le cas d’équilibre 


N=P’ 


sin ( 8 ) 


cos i 


. (c). 


76. Appliquons cette théorie à la pesanteur. On appelle 
PLAN INCLINÉ celui qui forme avec un plan horisontal 
un angle quelconque, et l’inclinaison se mesure par cet 
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?3 

angle : c’est celui que forment entre elles deux droites 
menées dans chacun de ces plans par un point quelcon- 
que de leur ligne d’intersection, et perpendiculairement h 
cette ligne. Puisqu’on suppose que l’équilibre a lieu , 
nos deux conditions sont satisfaites : la première exige 
que le plan des forces soit perpendiculaire au plan in- 
cliné ; et con#ne l’une des forces est verticale , leur plan 
l’est lui-même. Donc cette condition se change en celle-ci : , 

il Jaut que la Jorce qui retient un point pesant en équi- 
libre sur ùn plan incliné, soit située dans le plan qui , 
passant par ce point , serait vertical et perpendiculaire 
au plan incliné , c’est-à-dire ^ serait perpendiculaire au 
plan incliné et au plan horisontal. 

Quant à la seconde condition, comprime dans l’équa- ^7^ 
tion (6); représentons par la figure 87, le plan des 
forces , dont l’une P' est verticale ; il coupera suivant 
AB et AC\t plan incliné et le plan horisontal. Soit 1 l’angle 
BAC de ces deux plans ; comme P' est perpendiculaire 
6 XXT AC , on a cos = sin t et l’équation {Jt) devient 

P' sin I = P cos i. . . . {d)y 

telles ‘sont nos deux conditions dans le cas de la gra- 
vité. 

77. Parmi toutes les directions qu’on peut donner à 
la force P, qui retient un point pesant en équilibre sur 
un plan , il en est deux qui conduisent à des résultats 
remarquables. 

1®. Si P agit horisontalement , on a 0 =: 1 , et l’équa- Fig. Zq. 
tion (d) devient P' sin 1 = P cos £. On a donc 

Pc= P' tangi. . . . (e). % 

2°. Si P agit dans le sens même du plan , 0 = o , et 
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P=P' sin I. . . . (/) , 

outre la condition que ces équationis expriment dan^s char 
cun de ces cas , il faut encore .que celle que t^ipus ayonf 
énoncée d’abord soit satisfaite, puistjue ce? relations tlen-7 
-nent sevieinent lieu de l'équation (d). 

78. Si d’un point quelconque B de la^igne , on 
mène la verticale , elle sera contenue dans le plan 
BAC , et ira couper l’horisontale ÀC ,en un point C ; 
on nomme AC la base , BC la itauieur , et AB la lon- 
gueur du plan incliné. Ces dénominations servent à énooT 
cer les équations (e) et d’une autre mariière : car 

le triatagle fJyfÇ donne tang,i = — ‘ ^ZÏB ^ 

HL—d£ f' _ AB 
P ~BÇ* ~lfC’ 

suivant qu’il s’agit de l’un ou de l’autre des deux cas 
fMclicuUers que nous avons traités. Donc le poids d’un 
corps est à la Jorce emplo^'ée à le retenir en équilibre sur 
un plan incliné , 1 *. comme la base de ce plan est à sa 
hppfeqr y si fct/c ^orep est horisontale ; a”, comme la lon- 
gueur du plan est à sa hauteur, si cette force agit danf 
le sens du plan. 

- 79- à pffission qu’éprouve le plan incliné dan^ 

le cas de )a gravjité , .l’éqnalion (c) deyie.nt 

P 

£n rapprochant celte expression de l’équation (d), on a 



P' _ P 

CQS$ sin ( 


N 


cos (1— <) 


. . . .{h). 
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'Aifrai te poids , ta puissance et td pression sont respecti- 
vement proportionneis a//x cosinus des angtes formés par 
ta direction de ta puissance avec te plan incliné^ par cp ^ 
jAau avec ta verticale , et par ta puissance avec Vhorison. 

La formule (ife ) tierrt lieu des deux équations 
et on voit que , d’après les principes d’algèbre , étunt 
données troLs des cinq quantités suivantes^ te poids, la puis- 
sance, sa direction , la pression et F inclinaison du ptdUf 
on peut toujours ti'ouver 'les deux autres. 

\ I 

8o. S.oient d,eux points matériels m, m', disposés sur Fig. 38. 
deux plans inclinés adossés AC , CB ( ainsi qu’on le voit 
lig. 38 ) , et unis par un fil inextensible mCm' , passé dans 
la ‘gorge d'une poulie C : pn demande les conditions d’é- 
quilibre de deux fprcesP, P', agissant sur ces points, 
et formant avec lès plans AC el PC . les angles t et t'. 

Les prcasions exercée^ .sur les pl?tns aoo.1 le? eompp- 
,*an.tes qui leur spiijt pcrp.endiçnlaûces P?in P' i’ ; 

XHVs el|<îs ,np ?’fÿoiU^j^t ,pas cnmine ,préçédemwent. P.oqr 
qu’il y ait équilibre à l’aide de la poulie C, d’après ,<;e 
qu’on verra (qS) , il faut que les composantes dans le sens 
des plans soient égales. On a donc P cos t — P' cos t'. 


Si ies'forces P P' sont .verticales, .en nomnaant i .et / 
des angles fotriaés par ks plans avec ila ;base dK^risonT- 
taie AB, «n a oos.?=ain.i, .et ,cos .^'acsin.t' , jûnû 
P sin I = P' sin i', ou 


„ CD CD ^ P AC 

^^■7C=^ ^~CjB^ ou enfin 


Ce cas a lieu quand les forces P et P' sont les poids des 
deux corps m et m’. Ainsi deux poids in équilibre sur deux 
plans inclinés , sont entre eux somme tes longueurs de ces 
plans. 
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8i. Un point matériel e^t en cqviilibre sur un planf 
lorsque la résultante des forces qui le sollicitent est per- 
pendiculaire à ce plan : mais s’il s’agit d’un corps, cette 
condition n’est plus suffisante ; en effet une force per- 
pendiculaire h un plan , n’est détruite que parce qu’on la 
suppose appliquée en son point même de rencontre avec 
'ce plan. Lorsqu’il s’agit d’un corps, cette hypothèse n’est 
permise qn’autant que ce point fait partie du corps (i3)y 
c’est-à-dire est un de ceux de sa hase de contact avec le 
plan. Si le corps ne pose sur le plan que par différons 
points , comme une table portée par des pieds , pour 
que la force perpendiculaire soit détruite , il faut qu’ou 
puisse la décomposer en d’autres parallèles , qui passent par 
CCS points et qui agissent dans le même sens ; ce qui exige ' 
visiblement que le point de rencontre de cette force avec le 
plan tombe dans l’intérieur du polygone qu’on forme ert 
joignant ces points par des droites : car, sans cela , on ne 
pourrait la concevoir décomposée en d’autres qui, agissant 
dans le même sens qu’elle, passeraient par les angles du 

Il suit de là que , 

I. Lorsqu’un corps n’a qu'un seul point de contact avec 
un plan , il jaut deux conditions pour qu’il y ait équi- 
libre ; i". que la résultante des Jorces qui le sollicitent 
soit perpendiculaire au plan , et a*, qu'elle passe par ee 
point. S’il s’agit d’un corps qui n’est soumis qu’à l’ac- 
tion de la pesanteur , il faut que le plan soit horisontal, 
et que la verticale abaissée du centre de gravité passe par 
le point de contact. C’est ce que nous éprouvons tous 
les jours ; lorsque nous marchons , le centre de gravité 
de notre corps est transporte alternativement au-dessus 
de chacun de nos pieds, ce qui donne à notre corps un 
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léger balancement. Un corps pesant est donc d’autant 
plus près de sa chute, que la verticale abaissée de son 
centre de gravité sur le plan horisonlal qui le Supporte , 
approche davantage du contour de sa base de contact. 
C’est pour cela que les murs les moins élevés , et dont 
les fondations ont une plus grande épaisseur, sont ceux 
qui ont le plus de solidité. 

II. Lorsque deux forces sollicitent un corps posé sur 
un plan, il faut pour l’équilibre QUATRE CONDITIONS; 
X®. qu’elles soient dans un même plan , c’est-à-dire 
qu’elles se rencontrent ou soient parallèles ; 2®. que leur 
plan soit perpendiculaire au plan donné ; 3 °. que la ré- 
sultante ne laisse pas tous les appuis d'un même côté , ou 
que la perpendiculaire abaissée du point de rencontre des 
forces sur le plan tombe sur la base ; 4°- il faut qii’enfin 
l’équation {b) ait lieu. 

III. Lorsqu’une de ces deux forces est la pesanteur , 
ces quatre conditions se changent en celles-ci ; 1®. il Jaut 
que la farce qui retient le corps pesant en équilibre soit 
dans un plan vertical perpendiculaire au plan incliné ; 
2®. quelle rencontre la verticale qui passe par le centre 
de gravité du corps ; 3 ®. que la perpendiculaire menée de 
ce point de rencontre sur le plan incliné ne laisse point 
ses appuis d’un même côté ; enfin qu'on ait l’équa- 
tion (d). Les deux théorèmes qu’on en a déduits (77) ont 
également lieu ici, suivant que la force qui retient le 
corps sur le plan incliné est horisontale ou verticale. 

âa. Lorsque des forces retiennent un corps en équi- 
libre sur un plan incliné , leur résultante , perpendicu- 
laire à ce plan, exerce une pression qui se distribue sur 
tous les points de contact du corps avec le plan : on 
peut l’assimiler à celle d’un poids qui presse le plan 
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horisontal sot le(}u«l U repose. S'il y a n points de contact , 
pour trouver l’effort exercé sur chacun d’eux , il faut 
décomposer cette résultante P en n puissances f qui lui 
soient paraUèles et qui passent par ces points de contact. 
Soient donc x', y' ; y" i . , . . xi."), yi"); les coor- 
données de ce» points •, x tl y celles du point où la 
force P rencontre le plan ; enfin soient p', pf, .... pi."') 
les composantes de P : les expressions ( O , n®. 87 ) de- 
viendront 

P =zp' -^p» -f....pC"), 

Px = p'x' -f- pHx'’ -[■•••• P^'"^ » 

Py z=p' y' -j- p»y^ -{••••• pi"')yi’')’ 

Ces équations, lés seules auxquelles les forces p', p",....pi''') 
doivent satisfaire, ser\'irontà déterminer ces pressions lors- 
qu’il n’y aura que trois points de contact , car il y aura 
dans ce cas autant d’équations que d’inconnues. Mais s’il y a 
plus de trois points de contact, le problème sera indéter- 
miné. 11 le sera encore, si le corps et le plan ne se touchent 
que par trois points en li^ne droite, car en regardant celle 
droite comme axe des x ou des_7‘, l’une des équations 
ci-dessus devient inutile. 

t 

Réciproquement si on donnait lés pressions pf p". . . . 
qti’éprouvent les points de contact et leurs situations res- 
pectives , ces trois équations feraient connaître leur ré- 
sultante *P et son point d’application , qu’on nomme le 
centre de pression. - 

83 . Soit un corps pesant placé en équilibre sur deux 
plans inclinés : cet état ne peut exister qu’autant que la 
résistance de cés plans détruit le poids du corps : si donc 
chacun d’eux ne rencontre le corps qu’eu un point , et 
si on leur élève en ces points des perpendiculaires, elles 
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devront Se con{>er en un des points de la vetticale pas- 
sant par le centre de gravité , afin que le poids du corps ^ 

puisse être décomposé en deux autres forces de direc- 
tions perpéndiculaires aux plans : les comp'ôsantes seront 
les pressions exercées sur ces plans. 11 résulte de là que 
le plan qui passe par les appuis et par le centre de 
gravité , doit être vertical , ét de plus perpetidiàulaire 
aux deux plahs inclinés , ou à leur intersection qùi sera 
par conséquent horisontale. 

Tout ce que nous venons de dire n’est pas particulier 
au cas d’un corps sollicité uniquement par la gravité ; 
et s’il y avait dans le système des forces quelconques, 
il faudrait dire de leur résultante ce qu’on vient d’ex- 
poser sur la verticale passant par le centre de gravité. 

Pour obtenir les pressions que les plans inclinés éprOü- T'g- Sg. 
vent , il faut décomposer le poids P du corps en deux 
forces qui soient dirigées sur lés deux pùîntS d’appui. 

Le plan de la lig. est supposé être celui qui passe 
par ces points d’appui K et I et le centre de gravité G ; 
ce nlatt est vertical et perpendiculaire aux plans inclinés , 
suivant AB et BC. Les pressions ont pour 
directions KO et 01 perpendiculaires à AB etBC •, elles 
Concourent en O sur la verticale OP qui passe par le 
centre de gravité G du corps KOI : HZ et HI sont des 
horisontales. 

Représentons par 4 l’angle que les plans forment entre 
éùX; par S et 1 cettx qu’ils font avec l’horisofi. : enfin par ^ 

Çet Tles pressions, qui sont lés compoîantes de la force * “ 
verticale P dirigées suivant OK et 01 ; et comme ces lignes 
ne sont pas perpendiculaires entre elles , on doit avoir 
recours au théorème (18, I ) , qui s’applique à ce cas. Or 
les forces P, Ç et T sont perpendiculaires aux côtés du 
triangle HBl ; on peut donc remplacer les angles que. 
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Fig. 3g. CCS forces forment entre elles par ceux de ce triangle f 


P 


c'est-à-dire par 4* , i et ( ; ce qui donne 
.'.iii 4 sln I sin « ’ * * * ’ 


(O 


d’où on tire les valeurs des pressions Q et T. 

Si le corps GKl touchait les plans en plusieurs points , 
l’aire comprise contiendrait le centre de pression pour 
lequel la théorie ci-dessus a lieu. C’est ce qui arrive pour 
l’équilibre des parties d’une voûte , et pour la pression 
qu’exercent les Voussoirs les uns sur les autres. Voy. à cet 
égard V Architecture hydraulique de Prony^ et le Coin (io5). 

3. Du Levier. 

84- On appelle Levier une verge inflexible, sollicitée 
par deux puissances P et P', et retenue en un point fixe, 
Il est clair que ces forces ne peuvent être en équilibre 
qu'autant qu’elles ont leur résultante détruite par la ré- 
sistance de l’appui ; ce qui exige que , i“. ces puissances 
soient dans h même plan , ainsi que le point Jixe , et 
2 “. que leur résultante passe par ce point. 

Cette double condition est nécessaire pour l’éqnîlilîre , 
or la dernière peut être exprimée analytiquement; car on 
sait (aS) que le moment de la résultante R des deux forces 
P et P dcil être égal à la somme des momens de ces 
forces, ou Rr= Pp P p'. Si donc on prend ces mo- 
mens par rapport au point fixe qui est sur la direction 
de la résultante, r~o donnera P'p' -\-Pp-=o: les mo- 
mens devront dcnc être égaux et de signes contraires. 
Donc réquili!.rc du levier exige TROIS CONDITIONS ; 
1 *. que les deux forces et le point d'appui soient dans, le 
meme plan ; i,®. que les forces tendent à faire tourner le 
levier autour de son appui djns des sens diffèrens , et 
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3“. que leurs momens soient égaux par rapport à cet 
appui. 

(]e lliéorême est gc'-nér.il quelles que soient les forces , l'ig. 4®» 
leurs directions et leurs dispositions par rapport à l’appui. 

Soit, par exemple, le plan de la fig. 4 ° celui des deux 
forces P et P ; abaissant de l’appui A du levier BAC les 
perpendiculaires AM — p , AN — p'\ on aura l’équation 

P'p' = Pp (7), 

pour exprimer l’équilibre , puisque les deux autres con- 
ditions sont remplies par l’état supposé du système ; 
d’où il suit qu’alors la résultante passe par l’appui fixe. 

Comme on appelle bras Je levier la distance d’une 
force à l’appui , on peut donc dire aussi que les forces 
sont en raison inverse de leurs bras de levier. 

85. Si les forces sont parallèles, le principe ci-dessus Eig. 21 . • 
peut aussi s’appliquer, puisqu’on sait qu’alors (. 54 ) le théo- 
rème des momens a encore lieu. SculemcnP lorsque le 
levier est une verge droite EG , comme les distances des 
forces au point fixe F sont proportionnelles aux longueurs 

EF et FGj on peut prendre ces longueurs pour les bras 
de levier. 

86. Du reste on peut regarder comme inconnue l’une 
des puissances ou l’un des bras de levier, et l’équation 
P'p' s=Pp sert à résoudre les divers problèmes qu’on peut 

se proposer à cet égard. ^ 

87. Quant à la pression exercée «sur l’axe fixe , elle 
est la résultante R des forces P et P que cet appui dé- 
truit ( 4 a). Pour^onnaître la pression, il faut donc évaluer 
cette résultante , ce qui n’offre aucune difficulté d'après 
ce qu’on a déjà vu: En effet , soient a. et a les incli- 

(î 
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naisons des forces P et P' sur leur résultante R , on 

a (i8,I.) . , 

P _ F _ R 

sin a' sin a sin { a -f- «' ) 

on peut donc tirer de ces deux équations la valeur de deux 
des quantités P , P ^ R , a et a'. Ainsi de ces cinq quan- 
tités^ la puissance motrice P', la résistance P , la charge 
R de l’appui , et les directions de ces forces , trois étant 
^données , on pourra toujours trouver les deux autres. 

88. Quelquefois le levier n’est que posé sur l’axe fixe : 
alors pour qti’il ne glisse pas sur cet axe , il faut que 
la résultante soit normale au levier ( 73 ). 

8j). On distingue trois espèces de leviers suivant les 
dispositions respectives de l’appui , de la puissance et de 
la résistance. 

Dans les leviers du premier genre , l’appui est entre la 
puissance et la résistance ; telles sont les tenailles , le.s ba- 
lances, la romaine, les ciseaux.... 

Dans les leviers du deuxième genre , la résistance est 
entre l’appui et la force motrice ; on en trouve des exem- 
ples dans les barres employées à soulever les pierres, 
dans les rames de bateau, qui trouvent leur appui dans 
l’eau , etc. 

Enfin la puissance est entre l’appui et la résistance 
dans les leviers qu’on nomme du troisième genre ; le.s 
pincettes en sont un exemple , aussi bien que nos organes 
de mouvement; les muscles en se raccourcissant, rap- 
prochent leurs points d’attache, qui sont voisins des arti- 
culations autour desquelles il y a un mouvement de ro- 
tation. • 

De toutes les machinas , le levier est la plus simple , la 
plus utile et la plus fréquemment employée. La distinction 
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qu’on a faite des leviers en trois espèces , n’est d’ailleurs 
d’aucune importance en théorie et ces trois sortes de ma- 
chines n’en forment réellement qu’une seule , puisqu’au 
fond rien n’empêchê de considérer indifféremment la 
puissance motrice , la résistance et la charge de l’appui 
comme trois puissances différentes , dont deux luttent 
contre la troisième ; et quand une fois l’équilibre est 
établi entre elles, qati pourrait empêcher de regarder 
l’un quelconque des trois points d’application C, B 
comme l’appui , puisqu’ils sont tous fixes. 

-- go. Ayons maintenant égard à la pesanteur de la verge pig 
qui sert de levier, les poids Ç etÇ' de ses branches.<^fi et yfC 
.sont deux nouvelles forces qui sont appliquées aux cehtres 
de gravité de ces branches. Soient et Q' ces forces , 
q et q' les distances de l’appui A aux verticales menées 
par ces centres : en raisonnant comme précédemment , 
on verra que le système est composé de quatre forces dont 
les momens , par rapport au point fixe /f, doivent être , 
égaux : la condition d’équilibre est par conséquent expri- 
mée par l’équation 

. P'p'^Q'q'^Pp + Qq. 

Si les poids de deux bras de leviers sont en équilibre , 
sans le secours d’aucune force, alors Q'q'=Qq^ et' 
notre équation se réduit à P'p' 7=1 Pp , la même que si 
le levier n’était pas pesant. 

91. La balance appelée Romaine est composée d’un 
fléau retenu par un axe fixe ; elle sert à peser les corps 
qu’on suspend .à l’un de ses bras , à l’aide d’un poids^ 
constant qu’on applique à l’autr^ bras , à une distance 
convenable de' l’axe. Ces sortes d’iiistrumens portent des 
divisions à la branche sur laquelle glisse le poids cons- 
tant , pour s’approcher ou s’éloigner de l’axe, jusqu’à ce 

7 - 
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que le fléau soit horisontal ; et l’aspect de ces divisions 
fait juger sur-le-champ du poids du corps qui est sus- 
pendu à l’autre bras. 

C’est de l’équation précédente qu’on se sert pour mar- 
quer CCS divisions sur le bras le plus long et qui porte 
le poids mobile. Nous ne nous arrêterons pas à déve- 
lopper ici l’usage de cette équation : on peut consulter le 
Traité de mécanique , n”. io5. •», 

03. La Balance ordinaire est un levier du premier 
genre , dont les deux bras ou fléaux sont égaux ; les 
forces en équilibre doivent donc aussi être égales. L’un 
des bassins porte la substance qu’on veut peser ; l’autre 
contient le poids qui lui fait, équilibre. Une aiguille , 
perpendiculaire à la direction du levier , est fixée au- 
dessus de l’axe de suspension ; cet axe est lui-même sou- 
tenu par deux couteaux , sur une chappe verticale ; les 
directions de l’aiguille et de la chappe doivent coïncider 
dans le cas d’équilibre. 11 est inutile d’insister sur une 
machine aussi simple , et d’un usage aussi familier : mais 
il est à observer que si les bras de levier ne sont pas 
égaux les poids ne peuvent pas l'être non plus, et la 
balance est fausse. 11 est aisé de reconnaître la super- 
cherie ; car en changeant les poids de bassin , celui qui 
est le plus faible aura un bras de levier plus court, et il 
n’y aura plus d’équilibre. 

Quoiqu’une telle balance paraisse peu propre à peser , 
on peut cependant s’en servir avec avantage ; et l’un des 
moyens que nous allons indiquer à cet effet , doit être 
employé dans toutes les opérations où on veut obtenir 
des résultats très-justes, même lorsque les balances sont 
exactes , parce qu’on fènl assez que cette exactitude n’a 
lieu qu’à-peu-près. 

Soit Y le poids inconnu ; on le mettra es équilibre 
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avec un autre corps ; puis ùianl K du bassin on lui suLs- 
tiluera un poids Q qui fasse aussi équilibre à ce même 
corps ; on aura donc Y=zQ. 

On peut encore opérer comme il suit : p' et p étant 
les deux bras de levier , on devra avoir P'p' = Pp^ pour 
que les poids P et P' soient en équilibre. Si on change 
ces poids de bassin , c’est-à-dire de bras de levier , il 
faudra employer un nouveau poids Q pour mettre P' en 
équilibre, et on aura encore Pp=zQp'. Le produit d* 
ces deux équations donne P'’‘=PQ, d’où 
Ainsi It; poids cherché est moyen proportionnel entre 
P et Q. 

4 . De la Poulie, 

g3. La Poulie consiste en une espèce de roue on Fig. 4> 
de cylindre d’épaisseur arbitraire, retenue par un axe; «.t4». 
on la fait ordinairement circulaire , et c’est dans cet état 
que nous l’examinerons ici. La surface courbe de cette 
roue est. creusée en gorge et en partie enveloppée d’une ' 

corde. Dans le cas où la poulie a son axe fixe, les puis- 
sances P et P' sont appliquées aux deux- extrémités du 
cordon : voyez fig. 4^* Quand la poulie est mobile , 
comme dans la fig. 42 , le cordon a l’une de ses extré- 
mités P' fixe ; et la seconde puissance Q agit sur l’axe 
même. 

Comm’e on peut remplacer le point fixe par une force 
de grandeur et de direction convenables , que la poulie ^ 
soit fixe ou mobile , on peut la regarder comme sou- 
mise à l’action de trois forces P, P' et Ç , dont deux 
P et P' agissent aux extrémités de la corde P'GIHP, qui ~ 
embrasse la poulie ; et dont la 3". Q retient l’axe E. SL 
la poulie est fixe , Q ^est la pression que les forces P et P' 
exercent sur l’axe; si elle est mobile, P' est la pression 
causée sur le point fixe par l’effet des forces Pet Q. 
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D’après cela l’équilibre ne peut avoir Heu qu’autant 
que la résultante de Pet P' est détruite par la force Q ; 
cette résultante doit donc passer par l’axe £ , ce qui 
exige que les inomens par rapport à cet axe soient égaux , 
ou P= P, à cause de G£ =.EH. Mais cette équation , 
qui exprime seulement que la résultante de P et P' passe 
par l’axe £, ne. suffit pour l’équilibre qu’autant que cet 
axe est immobile : et on voit qu’il ne faut qu’UNE SEULE 
CONDITION pour l’equilibre de la poulie fixe, qui e.st, que 
les ?tii agissent aux deux bouts de la corde soient 

égales entre elles. En sorte qu’on peut faire passer un 
cordon sur tant de poulies fixes qu’on veut , sans que la 
tension change : seulement cela fait varier Ja direction de 
la lorce à laquelle ce cordon est soumis. 

Mais si la poulie est mobile , il faut en outre que la 
résultante de P et P', qui déjà pas^se en E , soit égale et 
opposée à la force Q. Or on a vu ( i8, IV) que la ré- 
sultante de deux forces égales P et P' coupe en deux 
parties égales l’angle GAH qu’elles fonnent entre elles , 
et est = aPcosj8, désignant la moitié de cet angle, 
ou EAH. La force Q devant avoir la même direction et la 
même grandeur que cette résultante, il s’ensuit qu’il faut 
DEUX CONDITIONS pour l’équilibre de la poulie mobile ; 
savoir, I". que lajorce Q qui agit sur l’axe, rencontre l’arc 
GUI embrassé par le cordon en son milieu I ; 2 ”. que son 
intensité soit 

Qxx 2 .P cos /S (A). 


Ce théorème détermine en çutre la valeur et la direction 
de la pression exercée sur l’axe de la poulie fixe. 

On peut donner à cette équation une autre forme ; car 
dans le triangle GEO, on a GO = GE xcos^, d’où 

’à cas g Donc la puissance P est à lajorce 

GE P 
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Q appliquée à l’axe , comme le rayon de la poulie est à 
la corde de Parc embrassé par le cordon. 

Si la poulie mobile était pesante, il faudrait regarder 
le poids Q comme formé de celui dont elle est réelle- 
ment chargée, augmehté du poids de la ] 5 oulie. 

94. Concevons maintenant un système de plusieurs r;g. 
poulies mobiles , comme on le voit dans la fig. La 
poulie C% ne peut sc mouvoir sans entraîner la sui- 
vante C//, et ainsi des autres ; le poids R montera donc 
par l’action de la force M. Soient iC") les ten- 
sions des cordons; aS', les arcs qu’ils em- 

brassent. Il est clair qu’on peut supprimer du système 
la force M, et toutes les poulies excepté C' , pourvu 
qu’on introduise suivant le cordon C'C^f une puissance t' 
qui le tirerait avec le même effort , que la puissance M 
exerce sur lui : l’équilibre existe donc entre les puissances 
1 ' et R. On raisonnera de même pour chaque poulie , et 


en vertu de 

l’équation précédente, on trouvera pour l’é— 

quilibre , savoir : 

• " (O ... 


' ' 

cj 


.’uitour de / 
\ 

O" . . . 

t"— U. t"> cos Q" 

la poulie. \ 
■ . '( 

m... 

etc. ' ’ ■ ‘ 

. = ztW cos »(") -=:2,M cos Si'")'. N 


Ces n équations sont .autant de conditions nécessaires à 
l’équilibre : elles doivent servir à déterminer n des quan- 
tités /I, M, t', QU... : d’ailleurs chaque équation 

doit avoir une inconnue. Nous supposerons que la figure 
du système est donnée, ou que_£'. S"... sont connues : 
bien entendu que chaque cordon appliqué à l’axe de la 
poulie , doit toujours couper en deux parties égales l’arc 
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qu’ciiihrassc le cordon suivant. Alors si on multiplie entre 
elles les deux, trois, etc., premières de ces équations, 
on déterminera aisément t', t", etc. , c’est-à-dire la ten- 
sion de chaque cordon; si on les multiplie toutes, un 
aura pour la relation entre les deux forces Af et il , 
rig. 43 . l'équation 

2î =r 2 " X 3/ (cos S' . cos . cos cos f (")) ( O • 

t 

11 suflit donc tle connaître les directions dès cordons pour 
trouver le rapport entre les forces R et M. 

q5. Lorsque deux forces parallèles R et 3/ sont ap- 
pliquées aux deux extrémités d’un cordon passé sur une 
poulie fixe , leur résultante est égale à la somme des 
forces , ou plutiH au double de l’une d’elles (3i); la for- 
mule (fc) s’applirpie encore à ce cas, en faLsant |S = a. 
11 est même visible que lorsque la poulie est mobile , la 
force M a alors la direction la plus favorable pour re- 
tenir en équilibre la force R, puisqu’elle est la plus petite 
possible. L’équation (/) a donc également lieu. 

Si on a un système de poulies mobiles dont les cor- 
dons soient parallèles , alors cos J' = ens etc. = t , 
et l’équation (/) se réduit* à Rz= 2 "M-, d’où on tire 

; la force est à la résistance comme Vunité 

' ■ est à la puissance, de 2 marquée par le nombre des poulies, 
mobiles. 

Fifi. 4 ,^. r,r>. On appelle Mouffle une machine cornposéc de plu- 

sicui-s poulies portées par une même chappe ; on assemble 
une inoufTle mobile avec une mouille lixc;'dc sorte qu’un 
même cordon, tiré par une force 37, embrasse tonr-à— 
tour les poulies. La inôuffle mobile porte un poids qu’il 
faut ajouter à celui de la ni^unie même : soit R la somme 
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de ces deux poids, qui se distribuent sur les poulies mo- 
bil es , de manière que chacune en porte une portion. 

Quant aux poulies de la moufïle fixe , elles ne servent 
qu’à changer la direction des cordons, sans modifier la ^ 
force M (gS), qui tend tous les cordons avec la même Fig. 44* 
intensité. D’après cela , cherchons les conditions d’équi- 
libre entre les forces M et R. I 

Supposons d’abord que les cordons soient parallèles , ce 
qui n’arrive quet lorsque les rayons des diverses poulies 
croissent en progression , dont la différence est le rayon 
de la plus petite poulie. Soit R' le poids que porte la 
poulie A : il est visible qu’on peut supprimer du système 
toutes les parties , excepté la poulie , le poids R' et 
les deux forces M qui , agissant suivant les cordons a et e, 
produisent l’équilibre : on a donc R' — 3.M. Pareillement 
le poids R" que porte la poulie B est soutenu par deux 
forces JV/, qui agissent selon les cordons A et d •, d’où 
R^l — 3.MH. Enfin le point i d’attache du cordon c porte 
le poids R'", d’où M=R‘". Ajoutant ces équations, 
comme R' + R'^ -{-R'" = R , il vient R = 53/. En gé- 
néral le poids est égal à la puissance multipliée par le 
nombre des cordons ^ui aboutissent à la moujfle mobile ; 
ou R = nM, n désignant ce nombre de cordons. 

Quand les directions des cordons sont quelconques , il 
faut décomposer chaque tension en deux forces, l’une 
horisontale , l’autre verticale : ces composantes doivent se 
détruire séparément. Soient a,|8, y.... les angles que 
forment les cordons avec l’horison; en raisonnant comme 
ci-devant , on trouve pour la condition qui exprime que 

ces composanjtes verticales se détruisent 

*R = M ( sîn'à -4- siii -f- sin y • . . Quant aux compo- 
santes horisontales , on y aura égard à part : elles .se dé- 
truiront, par exemple, si les deux cordons qui embras— 
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sent chaque poulie mobile sont également inclinés suf 
rhorison. 

On voit que b disposition la plus favorable à la force 
M , est lorsque les cordons sont verticaux. C’est pour 
cela qu’on emploie plus souvent les moufflcs dont les 
cordons diffèrent peu du parallélisme; et alors on les 
regarde , en effet , comme parallèles dans les calculs ap- 
proximatifs. 

5 . Du Treuil. 


Fig. 45. 


97. Le Treuil ou Tour est une machine composée 
d’un cylindre et d’une roue qui ont le même axe, et qui 
font corps ensemble ; cet axe a ses deux extrémités pla- 
cées sur des appuis, ou tourillons; une corde est enve- 
loppée autour du cylindre, et est*^ attachée à une résis- 
tance, ou supporte un poids. On imprime à la roue un 
mouvement de rotation sur l’axe ; elle fait tourner le 
cylindre, la corde s’enveloppe, et par là ou surmonte là 
résistance, ou on élève Je poids. Ce mouvement de. rota- 
tion est donné à la roue .soit à l’aide d’une corde qui est 
enveloppée sur cette roue, et qu'une puissance .sollicite ; 
soit en garnis.sant les jantes de celte roue lïc chevilles aux- 
quelles on applique des forces, ou sur lesquelles des 
■hommes montent, en agissant par leur poids. ^ 

Quelquefoiçi au lieu, d’une roue on se sert de deux leviecs 
qui traversent le cylindre, ou de Manivelles., fig. 4 y ■’4 • 
mais les effets sont les memes ; la révolution est seulc- 
inent moins uniforme,; la machine a d’ai|leuhs l’avantage 
d’étre peu emharras.«i5Ue. Au reste, pour les conditions 
d’^équllibrc, toutesjcçê; dispositions sont indifférentes. L’axe 
.du cylindre psfifTtre horlsontal , comine dans le treuil^ 
.la Roue de carrière^ la Grue qui sert, dans, lc.s hàtlmens, etc. 
.11 est vertical dans le CrrJcjr/an,* machine douton se sert 
pour amener peu-à-peu des fardeaux considérables. 
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Déponillons le tour de tout appareil extérieur inutile ; Fig. ^5. 

AB est Taxe du cylindre que nous supposons hurisontal , 

A et B sont scs appuis ; FCD est la roue perpendiculaire 
à Taxe AB^ D son centre ; le plan de la roue coupe 
le cylindre suivant/ le cercle LDM. La force P est ap- 
pliquée à l’extrémité de la corde FP tangente à la roue 
au point F, et dans le plan de cette roue ; la résistance , < 

que nous représenterons par un poids Q , est attachée à 
la corde QUI qui enveloppe le cylindre ; le plan per- 
pendiculaire à l’axe passant par cette corde , coupe ce 
cylindre suivant le cercle GHI. 

. Cela posé , au point M , où le plan horisontal conduit 
suivant l’axe du cylindre vient couper le cercle LDM ^ 
et de l’autre côté de cet axe relativement au poids Q , 
appliquons deux forces verticales Q' et Q//, opposées et 
égales à Q-, l’état du système demeurera le même. Or, 
les forces Q et Q' sont en équilibre puisqu’elles sont égales 
et à la même distance de l’axe : c’est-à-dire que leur ré- 
sultante rencontre l’axe au point K, situé au 

milieu de GD. Il ne reste donc plus que les forces P et Ç//, 
qui sont dans le plan de la roue ; ces forces sont dans 
le cas du levier elles doivent tendre à faire tourner en 
sens contraire , et leurs momens relativement au point D 
doivent être égaux ; ceux de Ç et de Q" le sont d’ailleurs 
aussi (38) : donc , il Jaut DKUX CONDITIONS pour l'équi- , 
libre du treuil ; i®. tjue les forces tendent à le faire tour- 
ner en sens contraire , et a®, que Jeurs momens par rap- 
port à l'axe soient égaux : ou , ce qui revient au même , 
que la puissance soit à la résistance comme te rayon du 
cylindre est au rayon de la roue. On peut donc regar- 
der comme inconnue l’uue quelconque de ces quatre 
quantités , et résoudre tous les problèmes relatifs au 
treuil. 
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g8. Noas ferons ici quelques remarques importantes. 

La corde dont on se sert dans le treuil , est com- 
munément d’un diamètre qu’on ne peut négliger. L’action 
des puissances se transmet par l’axe de la corde ; il est 
évident que son rayon doit être ajouté d’une part à celui 
du cylindre , et de l’autre à celui de la roue. La seconde 
condition d’équilibre devient donc : la puissance est à la 
résistance qui lui fait équilibre dans le Tour, comme la 
somme des rayons du cylindre et de la corde , est à la 
somme des rayons de la' corde et de la roue. 

Si donc la corde .s’est enveloppée autour do cylindre , 
et en a couvert entièrement la surface, pour qu’elle con- 
tinue de s’enrouler, elle doit former un second rang; ainsi 
on doit augmenter la puissance. 

( La puis.sance qui agit sur la roue d’un treuil a d’autant 
plus d’avantage que le diamètre de cette roue est plus 
grand ; mais la direction de cette force est entière- 
ment arbitraire : il suffit qUe la corde qui transmet son 
action soit tangente,' Du reste cette roue peut être placée 
partout on l’on voudra sur la longueur du cylindre sans qu C 
l’équilibre en soit troublé ; et même si le plan FC de la 
roue se confond avec celui du cercle //G qui. porte la ré- 
sistance Q , la condition d’équilibre demeure encore la 
même puisque la machine est réduite à un simple levier. 

Dans le cabestan , l’axe du treuil est iverlical : on sou- 
lève d’abord avec des leviers le corps que cette machine 
est destinée à traîner , de manière à pouvoir introduire 
des rouleaux dessous , afin de diminuer le frottement 
la note ni). On met ensuite en jeu les leviers du 
cabestan et la masse entre en mouvement. C’est ainsi 
que , malgré tout le frottement qu’il faut vaincre , nous 
voyons si soSvent remuer , sans de .'grands eflorts , les 
masses les plus lourdes. 
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La qu’on emploie dans les grands édifices a une 
longue pièce de bois oblique à l'horisoii : la corde qui 
sou(j|^t le poids à élever passe, sur des poulies fntes que 
ce madrier porte , et de là sur le cylindre du treuil. 

Tout l’assemblace est mobile horisontalement autour 
d’un pivot , sur lequel il e.st en équilibre ; de façon 
qu’ayant élevé le farde.tu à une certaine hauteur , on 
peut le faire tourner aisément. 

99- Quant aux pressions exercées sur les deux appuis Fig. ^Si 
j 4 et B , il importe de les calculer ; elles sont produites 
par les composantes en À et B des forces P et Q du sys- 
tème, lesquelles équivalent à d’autres qui doivent rencontrer 
l'axe : savoir, d’une part à 5, et de l’autre à la résultante de 
P et Q'^ ; nous allons nous occuper en particulier de cha- 
cune. 

D’abord, la force S décomposée en deux autres verti- 
cales en yi et B J .donne (yoy. le n“. 82 , Il ) , les pressions 

• O a O 

suivantes, savoir: — — - x o en A, et — = x o en o. 

Ah A U 


Soient donc AD = ^ , GB = J', DG = c , et AB-=a; 
d’où a ■=! b b' c •. comme K est au milieu de DG , 
on a KB z=z^c b', et AR = ^ c-j- è : ainsi les pressions 
qui proviennent de5’=zÇ sont 


À.... xQ, 2 ». en B.... X Q. 

rt rt 


La résultante des forces P et Ç'' est déterminée d’après 
ce qui a été dit ( 18 , V ) , prenons donc deux axes dans 
le plan de la roue , l’un horisontal et l’autre vertical ; 
les composantes parallèles à ces axes seront 


P cos a et Psina — Ç, 

«n désignant par a l’angle connu que P fait avec .i’hor 


w- 




V- 




\ 




K 

V'» 


l 
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Fig* 45* Ainsi ^ on trou' c * en raisonnant coininc ci— 

tiessus , que les cornpoj.iKies verticales sont 


a — h “* ■ 

1®. en A.... x(Psina — Ç), 


2.“. en B.... — x(Psin«, — Ç), 

a 

elles doivent être ajoutées aux précédentes. 

Les composantes horisoiitales sont 

. a — b . 

1”. en A... X i^cosay 

a 

2®. en U . . . — X P cos a ; 
a 


( 


on aura donc en A et en B deux, forces verticales a et a' ; 
et deux horisontalcs , f* et ft' . L’effort exercé en A étant 
la résultante des forcés A et sera= y' (18, V); 
l’elTort en B sera : et les tangentes respec- 

tives des angles formés par ces efforts avec l’horison sont 

_ — et . Or , comme les quantités A, a', ^ et f»! sont 

A® . 

données , on connaîtra la grandeur et la direction des 
efforts exercés en A et B. On observera seulement que 
lorsque le mouvement de la machine a lieu , comme le 
point K change sans cesse, ces deux choses varient à me- 
sure que la corde s’enroule : niais il n’est ici question que 
d’équilibre. 

Le poids de la machine contribue encore à la pression : 
on peut le regarder comme une force T appliquée sur 
l’axe au centre de gravité du treuil. On doit donc aug- 
menter les valeurs ci-dessus de A et a', des deux compo- 
santes du poids T. ’ 
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6 . Des Roues denlces. 

100. Une Roue dentée est un cylindre mobile au- Fig 
tour de son axe, et dont la surface est munie de filets 
parallèles à cet axe : ces filets ou dents s’engagent dans 
ceux qu’on forme de même sur une autre roue dentée , 
et cet Engrenage est tel , que dès que l’une est mise 
en mouvement autour de son axe , l’autre tourne en sens 
contraire ; les largeurs des dents , et les intervalles qui 
les séparent, doivent être égaux dans les deux roues. Voy. 
la fig. 4b. 

Sur l’axe de chaque roue dentée, on en adapte ordi- 
nairement une autre , qui fait corps avec elle , et est d’un 
diamètre moindre : cette roue s’appelle Pignon ; les dents 
se nomment Ailes. Alors chaque roue dentée engrène dans 
le pignon de la suivante , comme on le voit dans la 
fig. 46. Si une force M fait tourner le première roue A, 
le pignon a fera mouvoir la roue B ; de même le piÇnon 
de celle-ci mènera la roue C , etc. Enfin on adapte 
à la dernière roue D, au lieu de pignon, un cylindre 
non denté , autour duquel est roulée une corde qui sou- 
tient un poids R , ou qui est sollicitée par une force iî. 
Cherchons les conditions d’équilibre entre la puissance M 
et la résisUncc /i, aussi bien que les efforts exercés sur 
les dents des roues. 

On observera que chacune de ces roues et son pignon 
ne sont autre chose qu’un treuil : on a donc ici à considérer 
un système de treuils. La manière dont nous allons ré- 
soudre le problème proposé, n’appartient pas seulement 
aux roues dentées , mais l’psprlt de la méthode doit «être 
appliqué à toute machine composée , comme nous aurons 
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Fig. 46. 

occasion de le voir par la suite , et comme nous l’avons 
déjà fait (g4). 

La roue A entraîne son pignon a , celui-ci mène la 
roue B ; désignons par P' l’effort exercé par les ailes du 
pignon contre les dents de la roue : soient de meme 
JP", P'", ....les efforts exercés par les ailes des pignons 
bt c,. . . sur les dents des roues C , i). . . avec lesquelles 
ils engrènent. De plus soient r', r", . .ri"), etc., les rayons 
des roues; s', ....si") les rayons des pignons; l’in- 

dice (") est relatif à la dernière roue. Généralement les 
rayons sont les distances respectives de chaque axe au 
point de contact de la dent avec l’.nile da pignon d’en- 
grenage ; mais comme ce point varie à mesure que le 
système se meut , on peut prendre, par approximation , 
une distance moyenne : nous entendrons donc ici par 
rayons, les longueurs comprises entre les axes et le point 
• qui est au milieu de la longueur des dents. 

Cela posé , M et P' sont deux forces en équilibre au- 
tour du treuil A , leurs directions %ont tangentes à la roue 
et afl cylindre ; de même pour les autres : on aura donc 
pour la condition d’équilibre ' 

A Mr' =Fs' 

B P'r" z=zF's" 

C Fr'" = P'"s'" 

etc etc. 

Dernière P\"~') rW = Rsi"). 

Multiplions entre elles les deux premières équations, ou 
les trois premières , etc. , nous aurons , en réduisant 

Mr'r " = P" s' s" y Mr'r "r"' =. P"'s's^/s"'y etc. 

Mr'rUr '" . . . .rW = Rs' s^W ". . . . .sW. . . .(m). 
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Ces expressions servent à déterminer les pressions J*, P",... Fig. 40* 
la dernière donne le rapport entre les forces M et R. 

Elle .sert d’après les principes de l’algèbre à résoudre ces 
problèmes : toutes les quantités qui y entrent étant don- 
nées , excepté l’une d’elles , trouver celle-ci : on déduit 
ensuite les pressions , s’il est nécessaire. On peut au reste 
prendre pour la résistance M ou R indifféremment ; il 
suffit de remarquer que ces forces agissent sur les deux 
roues extrêmes, M sur la circonférence et R sur le pignon. 

'Si , par exemple , on veut retenir en équilibre un poids 
de 3oooo kil. à l’aide d’une force de 6 o , en divisant ces 


deux nombres , on trouve == 5oO ; ainsi 

M 


) 


r'r» rW 

s' s» s(“J 


= 5oo. 


Le problème consiste à trouver le nombre des roues et 
leurs grandeurs ; ainsi il est indéterminé. Si dune on par- 
tage Soo en divers facteurs , tels que 4 1 ^ y 5 et 5 , ils 

. » . • 

pourront etre pris pour — ~ Ainsi , entre 

autres manières d’établir l’équilibre , on prendra quatre 
roues , dans l’une desquelles le rayon du pignon sera le 
quart de celui de la roue ; il sera le cinquième dans les 
trois autres. 


L’équation (m) s’énonce ainsi : la force et la résistance 
sont entre elles comme le produit des rayons des pignons 
est au produit des rayons des roues. Ainsi deux forces très- 
inégales peuvent être mises en équilibre à l’aide d’un .sys- 
tème de roues dentées , et les effets de la puissance il/ 
se trouvent par là beaucoup plus grands qu’ils ne l’au- 
raient été sans le secours de ce systêiue. Voyez la note V. 

7 


I 
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loi. Il arrive quelquefois que les roues dente’es n’ont 
pas leurs axes parallèles ; voici , dans ce cas la disppsi^ion 
qu’il convient de leur donner. Concevons deux cônes 
droits, qui, ayant leurs sommets en un même point et 
leurs axes fixes , auraient leurs surfaces tangentes suivant 
un de leurs côtés ; si on imagine ces surfaces revêtues de 
filets disposés dans le sens de ces côtés , l’un des cônes 
ne pourra tourner sur son axe sans entraîner l’autre, et 
le faire tourner en sens contraire. Si donc , par un même 
point du filet en contact, on fait passer deux plans, per- 
pendiculairement à l’axe de chaque cône , ils couperont 
ces cônes et en détacheront deux troncs, revêtus de filets, 
qui feront l’office de dents. Ces roues n’auront pas leurs 
axes parallèles , et néanmoins engrèneront. 

7. Du Cric. 

rig. 47. 102. Concevons une barre QB , dentée d’un côté , et 

retenue dans une chappe , ou forte boîte KL ; en dessus 
on pratique une ouverture par laquelle cette barre peut 
sortir, lorsqu’on fait tourner un pignon E qui engrène 
avec les dents de la barre , et lui communique un mou- 
vement de translation. Cette machine s’appelle CRIC : son 
usage est d’élever le poids qu’on met sur l’extrémité Q 
de la barre. Pour mettre le pignon en mouvement, on 
se sert d'une manivelle , disposée comme on le voit dans 
la figure. 

Soit P la puissance appliquée à la manivelle dont le 
rayon EF est R ; soit r le rayon du pignon , et Q la ré- 
sistance à vaincre. 11 est visible que cette résistance 
peut être supposée immédiatement appliquée sur la dent 
du pignon en contact avec la barre : ainsi (97) lesmomens 
des deux forces , par rapport à l’axe du pignon , doivent 
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être égaux; et on a RP—Qr. Donc la puissance est <i Fig. 
la résistance dans l'équilibre du cric comme le rayon du 
pignon est à celui de la manivelle. 

On observera qu’on se sert fréquemment de manivelles 
à bras courbés ; mais par rayon de la manivelle , il faut 
entendre ici le rayon du cercle que la force P tend à 
décrire ; et non la longueur rectifiée de ce bras. 

Le cric que nous venons de décrire est appelé Cric 
simple ; voici la'description du Cric composé. On dispose 
entre le pignon E et la barre une ou plusieurs roues 
dentées, armées de leurs pignons ; le pignon E n’agit plus 
alors immédiatement sur cette barre ; mais les effets de la 
puis.sance se transmettent en les multipliant. 11 est inutile ■ 

de s’étendre sur une théorie au.ssi facile, puisqu’elle rentre 
dans celle des roues dentées : on en conclut que dans le 
cric composé la force P est à la résistance Q , comme le 
produit des rayons des pignons est au produit des rayons 
des roues par le bras de la manivelle. 

4 

8. l)e la Vis. 

io3. Le triangle isocèle OFB, en tournant autour de Fig. 
l’axe AZ parallèle à sa base OP, engendre par sa révolu— ' 

tion deux cônes tronqués opposés par leurs bases. Mais si 
outre le mouvement de rotation , ce triangle a encore dans 
le sens de l’axe AZ un mouvement de translation, tel 
que pour diverses portions de révolution , le plan de ce , 

triangle s’avance dans le sens de , de parties pirôpor- ' 

tionnelles aux valeurs angulaires qu’il a décrites; et que 
de plus après une révolution entière le point B soit en O, 
et le triangle en O' F' O , et ainsi de suite .... ; ce triangle 
engendrera un solide qu’on nomme Vis. La distance AD l 

s’appelle le pas de lu vis. Au reste , il n’est pa» nécessaire 
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que le polygorve générateur foit un triangle : on peut 
employer aussi un rectangle , et 6n a alors une vis à 
■ filet carré. 

On nomme Ecrou une autre pièce sillonnée intérieure- 
ment comme la vis l'est elle-même en relief : l’un est pour 
ainsi (lire le moule de l’autre ; de sorte que l’écroti est le 
solide engendré par le polygone OHCBF, dans sa révo- 
lution autour de AZ , en s’avançant dans le sens de cette 
ligne, comme dans la génération de la Vis. 

Fig. 49- E» vis n’est donc qu’un cylindre revêtu d’un cordon 
spiral de grosseur uniforme, et dont l’inclinaison,^ par 
rapport à la génératrice du cylindre, est constante : l’é- 
crou , au contraire , est un solide creusé de la même ma- 
nière. L’une de ces deux pièces gst fixe ; l’autre est mobile 
dans le sens de sa génération , et peut par là s’insinuer 
comme en rampant sur la première. 

Nous supposerons ici que la vis est fixe et que l’écrou 
est mobile ; une puissance P appliquée à l’extrémité d’un 
levier CB, tend à faire tourner l’écrou sur l’axe de la 
vis et dans le sens de sa génération ; il s’agit de trouver 
les conditions d’équilibre entre cette force et celle qui 
tirerait l’écrou dans le sens de l’axe. 

Fig. 48 io4. On nomme Hélice la courbe que décrit autour 
et 5o. de l’axe AZ l’un quelconque des points du polygone gé- 
nérateur , tel que N. .Cette courbe est évidemment tracée 
sur la surface d’un cylindre droit qui a AZ pour axe , 
et En = m pour rayon de sa base. Développons ce cy- 
lindre , et pour cela formons le rectangle edef , tel que sa 
ba.se de sciit égale à la circonférence qui a EN pour 
rayon , ou de — cir. m = a itm. De plus con.struisons sur 
ce rectangle le développement d’une révolution entière 
de l’hélice décrite par le point N : pour cela observons 
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«ju'tl résulte de la génération de cette courbe qu’en pre- 
nant pour abscisses x des arcs de la circonférence de 
la base de ce cylindre, les ordonnées correspondantes y 
devront être comptées sur la surface , suivant les géné- 
ratrices , et croître proportionnellement aux abscisses. Soit 
donc pris l’un des points d de l’hélice pour origine , 
ad = bc =: AD ■= la. Hauteur du pas de la vis que nous 
désignerons par h , y = Ax est l’équation de la courbe. 

Ainsi on a visiblement pour son développement une droite 
qui forme avec de un angle dont A est la tangente : et 
comme on sait d'ailleurs que cette droite doit passer par 
le point b qui répond à une révolution complelte , on a 

A — . On concevra plus facilement ce déve- 

dc 2»m ' 

loppement en remarquant que toutes les tangentes me- 
nées aux divers points de l’hélice se confondent avec db 
lorsqu’on développe le cylindre. 

Supposons que l’axe de la vis étant verticale , la force P pig, 
qui agit sur le levier CP soit horisontale et perpendi- 
culaire à la direction de ce levier. Soit Q le poids que 
l’écrou supporte , ou la résistance qui s’oppose à l’effet de 
la force P et qui est parallèle à l’axe. Si l’écrou ne po- 
sait que sur l’un des points de la vis, supposé à une 
distance m de l’axe , il serait placé en un point N du Fig. 5 o. 
développement de l’hélice qui le porte : or ce point , 
pesant autant que l’écrou , serait sur la vis comme sur 
un plan incliné bd. La force M appliquée horisontale— 
ment suivant MN , pour retenir ce point en équilibre, 
doit satisfaire à l’équation (e n“. 77, page 73) qui est ici 

M=Q y.A=.— . Lorsque l’hélice n’est pas déve- 

loppée, celte force M est tangente au cylindre qui contient 
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l is- 5o. l’hélice , et perpendiculaire à la génératrice qtiî passe par 
le point N. 

Maintenant remplaçons cette force M subsidiaire, par 
la puissance P, qui est celle qui exerce effectivement son 
action ; et désignons par p la distance de cette force à 
l’axe de la vis , ou le rayon du cercle que tend à dé- 
crire la puissance ; pour que les deux forces M et P 
équivalent, il faut (qy) que l’on ait P/7 = Mm; puisque 
la force M est tangente à un cylindre , et qu’on peut 
' assimiler le levier de la force P à la roue d’un treuil ; 
d’ailleurs les bras de levier sont m et p. 

Par là l’équation précédente devient 

Qhï= 2 jt pP (n). 

io5. Jusqu’ici l'écrou a été réduit à un point pesant 
porté par une hélice : maintenant il s’agit d’axaminer ce 
qui arrive dans l’état physique des choses. 

Cette équation ne renfermant pas m , est' indépendante 
de la distance à laquelle le point pesant est supposé de l’axe: 
elle serait donc encore la même .si on eût pris le point N 
ailleurs sur la vis. Cette observation va nous conduire à 
un résultat générai : car cette équation serait encore vraie 
si l’écrou, au lieu de ne toucher la vis qu’en un -seul 
point , la touchait en un nombre quelconque de points. 
En effet, dans ce dernier cas, chacun porterait une por- 
tion du poids Q ; ces portions étant désignées par Q'y 
Ql , etc. , on aurait (33) , Q' -f- Q" + Q"' + Q* 

Mais, d’un autre côté, la force P qui porte le poids de 
l’écrou , peut être considérée comme la somme d’autant 
de forces partielles P', P*, etc. , qu’il y a de points de 
contact, lesquelles seroient employées à faire équilibre 
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respectivement à chacun des poids Q", On aura Fig. 5o. 

donc les' équations 
/ 


Çyh — a.tpV'^ Q"h=:i‘itpP'f, etc. 

dont la somme donne de nouveau l’expression (n). Ainsi,* 
en général, dans l'équilibre de la vis, la puissance est à 
la résistance, comme le pas de la vis est à la circonférence 
que la puissance tend à décrire. 

II est facile de conclure de là , que 

1°. La vis est une machine composée du levier et du 
plan incliné ; 

a*. Pour une même vis, l’effet est d’autant plus grand , ' i 

que la force est appliquée plus loin de l’axe ; 

3 ®. Pour deux vis différentes, et un même bras de 
levier, une force a d’autant plus d’avantage , que le pas 
de la vis est moindre. < 

g. Du Coin, î 

106. Soit BD un prisme triangulaire de matière très— Fig. 5 (. 
dure ; on l’insère par l’arête ou tranchant AB dans une 
fente faite à un corps , et frappant sur la tête ou face * 

opposée DC, on le fait entrer avec force , et par là on 
sépare les parties' de ce corps. Cette raacliine se nomme 
Coin : on s’en sert pour fendre , ou pour obtenir de 
grandes pressions ; les couteaux, haches, poinçons, dents, ^ 

griffes, etc., sont des coins. , ' ' 

Pour déterminer la grandeur de la force qu’on doit ap- 
pliquer à la tête du coin pour fendre un corps , il est clair ^ 

qu’il faudrait connaître d’abord la résistance à vaincre : or i 

cette résistance dépend d’iirie foule de circonstances par- * 

iculières extrêmement variables , et qui ne sont presque 
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jamais connues. La théorie physique du coin est donc fort 
obscure, et on ne doit jamais s’attendre à établir rien de 
certain sur cette machine. 

Fig. 5a. Nous supposerons que la direction de la puissance Psoit 
'perpendiculaire à la tête AB du coin , car on peut tou— 
jours, par une simple décomposition, ramener la chose à., 
cet état. Cette force peut être considérée comme destinée 
^ à retenir le coin ABC , pressé en P et Z) par les parties 
du corps qui tendent à se rapprocher : on retrotive donc 
ici la théorie du plan incliné , et les pressions en P et Z) 
doivent (78), dans le cas d’équilibre, être perpendiculaires 
à BC et AC. Il suit de là que la résistance des points 
Z) et P ne peut détruire l’action de la force P, qu’autant 
que cette force peut être décomposée en deux autres Q etR, 

' qui passent par ces points , et dont les directions soient 
perpendiculaires aux faces PC et AC du coin. Donc les 
trois forces P, Q R doivent concourir en un même 
point £ , être dans un même plan ABC, et de plus satis- 
Jaire à la condition (18, I) 


Q ^ R 

sm. PÈQ ■ 


sin . QPP sin . PER 

Au lieu des sinus des angles QER , PER et PEQ , on 
peut substituer ceux de leurs supplémens C., A et B , ou 
plutôt les côtés c , a et b , qui étant opposés à ces angles 
dans le triangle BAC., sont par conséquent proportionnels 

P O R 

à leurs sinus. On a donc = , d’où on 

c a b 

tire 


R=-Py Q: 


P («>). 


Si le corps est solidement fixé , et si la résistance qu’il 
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oppose à la séparation de ses parties est connue, on pourra Fig. 5a. 
donc juger si l’équilibre a lieu. 11 suflira pour cela d’exaini- 
ner, i®. si les perpendiculaires élevées sur les faces du coin, 
en leurs points F et D de contact , concourent avec la 
force P en un point E ; 2 ®. si cette force , perpendiculaire 
à la tête AB du coin , est dans le plan de ces perpen- 
diculaires; 3®. enfin si les deux équations ( 0 ) sont satbfaites : 
ce qui forme QUATRE conditions. 

Ma is ordinairement le corps est simplement retenu par 
des appuis, et il importe de connaître comment ils doi- 
vent être placés et quelles pressions ils éprouvent. 

i®.tSi le corps est fixé à un axe IK , et ne peut que 
glisser suivant sa longueur , on décomposera la force Q 
en deux autres, l’une perpendiculaire à cet axe , l’autre 
Q' suivant la droite FD qui passe par les points de con- 
tact. Soient a, C et y le^ angles formés par BC, AC et FD 
avec l’axe /A', et faisons usage du théorème C*8, I). 
Comme 


sin . Q'FQ/l = sin Q"FD = cos y= sin. R' DR'f , 
sin. Ç'FQ = sin (a = cos (a — y) , 

sin . RDR' = cos (C + y) , 

on trouve en ayant égard aux équations (ci) 


Ç' = Ç- 


sin 0 


cos y 


= P. 


asm a. 


C cos y 


nil= Q. _ P. g cos (g— y) 

cos y ’ C COS y * 


R'^p.lÈiL, R>=p.tr‘M±û. 


C CüS y 


€ COS 7 


N 


i 

V 
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Fig. 5a. Poi/r l’equilibre , les forces Q' et R' doivent être égales* 
donc 


fl siri oc = ÿ sin S. ... •(;?). . 


d’ 


Or dans le triangle ICM, on a 
.CI b CA 


sin « 


CI 

CM 


ou 


sin C 

— ■ — — > ce qui prouve que les trian^ 

gles ABC, CIM sortt semblables, ou l’angle A=zS, et 
l’angle J5s=a; BA est donc parallèle à l’axe fixe IK. Telles 
sont les conditions d’équilibre. 

La pression sur l’axe est la résultante de Q" et R”, dont 
le point d’application est facile à déterminer (3a); sa gran- 
deur est Q"-f Ü", qui en vertu de l’équation précédente , 
se réduit à 

P 

— (fl cos oc + b COS n, 


on 


P. 


b sin (oc *4— 


c sin 00 


en éliminant a. Mais si on n’a pas Q'=R', c.-à-d. si AB 
n’est point parallèle à l’axe, l’équilibre n’a point lieu ; 
R" et Q'' sont détruites , il est vrai ; il reste alors une 
puissance Q' — R' qui pousse le corps suivant FD , et 
tend à le faire glisser le long de l’axe.* 

2 “. Si le corps est simplement posé sur ûn plan //T',' 
décomposons les forces Q et Jî en d’autres parallèles et 
perpendiculairés à IK ; celles-ci seront détruites par la ré- 
sistance du plan ; pour que les premières se fassent équi- 
libre , il faut non-seulement qu’elles soient égales ; mais 
encore qu’elles soient Opposées , ce qui exige que la ligne 
FD soit parallèle à IK, sans quoi le corps tournerait^pour 
se renverser. Soient donc comme ci-dessus , a et f les 
angles que forment les faces BC et AC avec le plan IK , 
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ou avec la droite FD qui lui est parallèle : on trouve 

pour les composantes dans le sens de cette ligne 

Q' = Q sin a i R' ~ R sin /3 , d’où Q sin a = R sin fi, ce 
qui donne de nouveau l’équation {p). Ainsi , tl faut encore, 
pour l'équilibre , que AB soit parallèle au plan fixe ; mais 
en outre la ligne FD , qui joint les points de centact , doit 
aussi être parallèle à ce plan, La pression exercée sur le 
plan est Q" RH ou Q cos a cos fi , qui se réduit 
à la même valeur que ci-dessus. 

3 °. Enfin si le corps ne contient qu’un point fixe placé 
en un lieu quelconque iV, on décomposera Q 61 R en 
deux forces suivant Fü , et suivant les lignes menées du 
q>oint N aux points F et D. Les premières composantes 
devront encore être égales entre elles, la pression sur le 
point fixe sera la résultante des deux autres. 

107. Il arrive ordinairement que le triangle ABC est Fig. 
isocèle , et que le corps est simplement placé sur un plan 
qui le retient. FD est alors parallèle à ce plan (106 , 2“.) ; 

aP 

et comme a = b, on a R=Q=z — La force P doit 

c 

d’ailleurs être appliquée au milieu N de la tête du coin , 
pour que les trois forces P, Q, R concourent eh un 
même point. Ç'et R' sont égales, aussi bien que Ç* et RH, 
et que aet;8, A et B. On a donc, 

1°. Pour la pression sur le plan horisontal 

X 2 P cos * ; or a cos a = B C x cos B \ c ; 
c 

donc cette pression est P. 

2". Pour les forces opposées Q' et R', Ç' z= — P sin « ; 

or a sin «= 4 a hauteur h du triangle ABC, dont AB est 

la base ; donc Q' = ; ou, la force P est à la résistance 

c 


io8 STATIQUE. 

5 a. Q'f comme la tite du coin est â sa hauteur: d’ailleurs 
les puissances horisontales Q' et R' se détruisent. 

En rapprorhant cette exposition de celle qu’on a faite 
pour le plan incliné, il est facile de voir le rapport qu’elle 
a avec cette dernière, et avec la théorie de l’équilibre des 
voûtes. On reconnaît d’ailleurs que la force P agit à l’aide 
du coin avec d’autant plus d’avantage , que h est plus 
grand, et que c est plus petit ; c’est-à-dire lorsque l’angle 
C est plus aigu. 


lo. Des Machines composées. 

108. La plupart des machines que nous venons d’exa- 
miner sont , à proprement parler, simples. Mais il arrive 
souvent qu’une d’elles ne suffit pas seule à l’objet auquel 
on la destine : alors on en dispose plusieurs ensemble de 
la manière la plus convenable , et la perfection consiste 
à employer les moyens les plus simples et les plus faciles» 
Kous ne pouvons ici entrer en détail sur les machines 
composées, et on peut consulter à cet égard des ouvrages 
dont l’objet est différent du nôtre ( vo^'ez les Traités 
des Machines de MM. Hachette, Lanz et Belancourt").^ 
Nous ne devons nous occuper ici que des moyens d’ap- 
pliquer le calcul aux machines et de trouver le rapport 
entre la puissance et la résistance. Dans la vis et les 
roues dentées , nous avons déjà fait remarquer l’esprit 
de la méthode qu’on doit employer à cet effet ; nous 
allons la rendre plus sensible par deux exemples. 

. 53 . 109. De la Vis sans fin. Le cylindre qui a pour rayon 

cr=r, porte sur son axe une roue dentée (lont le rayon 
est Kc =.k ; cette roue fait corps avec le cylindre , sur 
lequel est roulée une corde qui soutient un poids R i 
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«ne \is ÀB, dans une situation horisontale, est posée sur Fig. 55. 
deux tourillons ./f et JÜ : le pas de cette vis est EF=h , 
elle engrène avec la roue : enfin sur l’axe de la vis est 
une manivelle dont le bras est BC = g. La force Q , 
en imprimant un mouvement à la vis , fait tourner le 
cylindre et monter le poids. Cette machine a été nommée 
."Vis sans fin. 

Proposons-nous de connaître, dans le cas d’équilibre, 
le rapport entre les forces il et Ç , et la pression X 
exercée contre les filets de la vis. 11 est clair que puisque 
l’équilibre existe entre les puissances Q et X, on a (io5), 

Ç.cir y ; pareillement on a pour l’équilibre entre 
les forces B et X (97) , Rr=zXk en multipliant ces deux 
équations afin d’éliminer X , on trouve 

Bhrz=. Qk x cir gz= 2 irgQk. . . . {g). 

Ainsi dans Viguilibre de la vis sans Jin , la puissance 
est à la résistance comme le produit du rayon du cylindre 
par le pas de la vis, est au produit du rayon de la roue 
par la circonjèrence gue décrit la puissance. 

110 . Des Haguets. On appelle Haquets les longues Fig. 54* 
voitures qui .servent au transport du vin et des autres 
liqueurs. Ces voitures consistent en deux fortes pièces 
de bois , unies par des traverses , posées sur un essieu , 

'autour duquel elles peuvent faire la bascule , et prendre 
par là une position horisontale ou inclinée. A la partie 
antérieure est un treuil, destiné à, opérer le charge- 
ment. 

Supposons le cordon ÀI parallèle au plan incliné LN ; 
nommons P le poids à élever, r le rayon CA du cylindre. 


110 STATIQUE, MACHINES COMPOSÉES, 

54. 1 l’angle d’inclinaison du plan LN ; Q la puissance mo- 
trice ; enfin y le rayon . du cercle qu’elle décrit 

Le plan incliné réduit le poids P à P sin 1 (y, n*. yy) ; 
or , ce poids est mis en équilibre par la puissance mo- 
trice Q, à l’aide du treuil; on a donc (qy) ■ 

Qç — Prsin (r). 

Il arrive quelquefois que le fardeau qu'on veut élever 
est cylindrique , tel que le serait un tonneau ; alors une 
corde est roulée autour de ce tonneau , et l’une de ces 
extrémités est fixe en N, tandis que l’autre est appli- 
quée au cylindre en yi. Le poids P faisant l’office d’une 
poulie mobile , est réduit à - P (q 3 ) , et on a seulement 
Qq =z\ Pr sin i. 
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NOTES. 


(~ Les matières traitées aans ces cinq Notes 
ne sont pas comprises parmi celles qu'on exige 
des candidats à l'Ecole Polytechnique ; c’est ce 
qui nous a déterminés à les placer à la fin de 
V ouvrage. J 


NOTE PREMIÈRE. 

Sur le parallélogramme des forces. 

1 1 1. Nous avons démontré que toute ia théorie de l’équi- 
librere pose sur le seul principe de la composition de deux 
forces en une. La proposition du parallélogramme des 
forces doit donc être regardée comme la plu.s importante 
de toutes , puisqu’elle sert de fondement à la Statique 
entière. Le calcul différentiel s’applique à ce théorème 
d’une manière si simple , que nous avons cru devoir re- 
produire ici la démonstration suivante, due à d’Alembert , 
( voyez les Mémoires de l’Académie des sciences , an- 
née 1784) et qui n’est fondée que sur ce principe. 

Lorsque deux forces sont égales , leur résultante divise 
l’angle qu’elles forment en deux parties égales ( n". i 5 ). 
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NOTE I. 

r>g. 9. Premier cas : les forces étant égales. 

Soient P et Q deux forces égales ; la ligne qui 
divise l’angle PAQ en deux parties égales, est la direction 
de leur résultante. Soient z cette résultante inconnue, et ÿ 
l'angle zAP ou le demi>angle formé par les puissances. 
H est manifeste que la résultante z est déterminée par les 
valeurs de t et P, avec lesquelles elle varie; en sorte que z 
est une fonction de 8 et de P, ou 

z=P(P, 8), 

c’est cette fonction qu’il s’agit de trouver. Pour cela 
concevons dans les mêmes directions AP, AQ deux autres 
forces P et <j , égales entre elles : leur résultante y sera 
donnée par l’équation t=zF(p, 8 ), qu’on tire de la 
précédente en remplaçant P par p. Nous écrirons seule- 
ment que 


z—JP, et <=>, 

parce que nous considérerons d’abord 8 comme constant. 

Cela posé, si les forces P et p, Q et q agissent en- 
semble , le système de deux forces égales P -¥p^ Ç + 9 1 
agissant selon AP et AQ , aura pour résultante t-j-z : la 
valeur de cette résultante s’obtient en substituant ci-dessus 
•p -j- P à P , et on trouve d’après le théorème de Taylor 
( voyez le Cours de Mathématiques , n“. 644 ) » 

t z —fi^p -f- P) —fp + PJ'p -f- 5 P* Pp + etc,, 
d’où 

^ fP=Pt'p ^iPfH P + etc., 

en remplaçant z et t far leurs valeurs fP, Jp. Ici 
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PARALLELOGRAMME DES FORCES. ii3 

/'p , J" P . désignent, d’après la notation de Lagrange, Fig. g. 

les dérivées de Jp du ordre , du a*. , ou 

dt d^t 

1^' Ip’ ■ ' ■ ■ ■ • 

Or le prennier membre est indépendant de p. II ne 
peut donc être identique avec le second , qu’aulant que 
celui-ci ne contient pas p ; car cette équation établirait 
une dépendance nécessaire entre les quantités P et p , 
ce qui est contraire à la supposition. Donc fp , J^lp, ... . 
sont indépendans de p , ou constans ; puisque sans cela , 
les coefficiens de P, P“, .... contiendraient p, qui ne 
pourrait pas disparaître du second membre , du moins 
tant que P demeurerait arbitraire. Ainsi f'p — a , prouve 
que J"p ,J"'p , . . . . sont nuis. De là résulte fPz=:aP=zz‘. 
ce qui prouve que la résultante z des deux forces égales 
P et Ç , varie proportionnellement aux composantes , 
l’angle t demeurant fixe. 

Mais si les inclinaisons des forces varient, < n’est 
plus constant, et dans notre' équation z = aP, la quan- 
tité a doit changer ; en sorte que a est une fonction de ô , 
que nous désignerons par <pfl , ou 

z — P<Sfi ; ’ 

c’est cette fonction qui reste à déterminer. Pour cela 
traçons deux droites Ax , Ay qui forment avec AP le 
même angle quelconque a;yfP=j //Pc=: e , et décompo- 
sons la puissance P en deux antres x et y dirigées suivant 
Ax et Ay. En considérant P comme résultante des deux 
forces e'gales x et y, l’équation précédente devient 

P = x<çi^ d’ofi z — x.9t.içl. 

* 

Si on opère pour Ç une pareille décomposition, les forces 

8 
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1,4 NOTE I. 

Tig. g. proposées P et Ç , seront remplacées par quatre antres 
égales entre elles cl à x , et qui feront deux à deux 
avec les angles respectifs < -}- e et 9 — i. La résul- 
tante des deux premières est ( 9 + e ) , toujours d’a- 
près l’équation ci-dessus : , celle des deux autres forces est 
x.<p (9 — «). Donc 

r=x.(p (9-4-i)+a;-<I> (♦““«)» 

mettons pour r sa valeur et réduisons, nous obtien- 
drons , pour déterminer ^9 , la relation 

= ip (^“1“*)+? — • )• 

« 

Cette détermination est assez embarrassante en continuant 
de suivre le procédé donné par d’Alembert ; c’est ce 
qui nous porte à préférer la méthode suivante due à 
M. Poisson , qui est parvenu d’une manière très-ingé- 
nieuse à éviter une intégration assez pénible. 

En développant le second membre de notre équation 
par le théorème de Taylor , il vient 


ou 


çi 


Çit.ipi = ç9 -f- e.ip'9 -j- I t*.ç"9 -|- etc. 

4- (p9 — f.(p'9 -j- 4 f’.<p"9 — etc. , 

. <pt ï= a ^ <p9 f *9 -j- , Ç"9 -f etc.^ ; 


et divisant tout par (p9 , 


<pi 


+5.34 rl + J' 


On peut voir, comme ci-dessus, que puisque 9 n’entre 
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J I • 1 <i>”* 

pas - dans le premier membre , , . . . . 

<f» ÇO 


sont in- Fig. 


dépendans de t, c’est-à-dire, constans : ainsi (ç^/l — k.(çt ; 
d’où , en différentiant , ç'^«z=k.ç»« = A’.çfl : de même 
(p'”t = . et ainsi de suite. Donc 


9 - 



Or il est clair que ce développement est celui du cosinus 
de l’arc ( voyez le Cours de Mathématiques , 

n“*. 571) et 65 o ) : donc Çt = 2 cos ( ly/ — A) , et comme 
h est une constante indéterminée , nous remplacerons 
V — ^ P®*" ^ 1 nous aurons 

Z — 3. P cos (6 6 ). . J. 

f 

La lettre 6 représente d’ailleurs une valeur numé- 
rique , qui ^est encore inconnue , et qu’il s’agit de 
trouver. Pour cela attribuons aux forces des directions 

telles que 4 =-^, x désignant la demi- circonférence 

dont le rayon est un : nous aurons z= zP cos (^ » ) , 
d’où Z = 0 ; or on sait que la résultante n’est nulle que 
quand les forces sont opposées (10) ; ainsi la valeur prise 
ci-dessus pour i doit .être égale au quadrans, ou ^ x.; 
donc 6= 1 , et on a 

z = zP cos t. 

• 5 . 

Or , si sur les directions AP,yiQ de nos^ forces, nous Fig. 
prenons des longueurs égalçSj.<^D et AH, pourries repré- 
senter , Dli sera perpendiculaire sur la direction AG 
de la résultante. Or le triangle rectangle ADE , dans le- 
quel l’angle DAE/sz 6 ;donne. AE.=z AE cos 6 ; donc , 


\ 
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'ii6 


Fi 


cr. •». 
D / 


• = 2. COS t = 


2ÀE 

"mT' 


. Il suit de là que si on prend EG = AE , r et P seront 

dans le même rapport que AG et AD. Ainsi la résul- 
tante Z sera représentée par AG qui est visiblement la 
diagonale du rhombe construit sur les parties AD, AH 
qui représentent les forces P et Q. Nous retrouvons ainsi 
. le théorème ( i8 , IV ). Voyons comment on peut trouver 
aussi les autres propositions dont celle-ci n’était regardée 
que comme une conséquence. 

Deuxième cas : les forces étant à angle droit. 

Fig. 8. Soient Pet Ç les forces , et AR la direction de leur 
résultante. Menons la droite IK qui forme l’angle.... 
DAI=iPAR=zt\ KAQ seT3 égal à QAR et complé- 
ment de S. Cela posé, on pourra remplacer la force P par 
deux autres dirigées suivant AI et AR ; et de même Q 
par deux forces agissant selon AR et AK ; l’équation 
précédente .donne pour la valeur de ces- composantes 

P Q 

et — i 

■ ■ ‘ 2 cos « 2 sin 4 I 

Les forces Pet Q seront donc remplacées par>quatre 
autre.s , dont denx opposées devront se détruire pour que 
AR soit la résultante ; les deux autres s’ajoutent. Donc 
on a d’un côté P sin i == Q cos 6 , ou Ç = P tang t ; et 
de l’autre P= R cos ê , Q~R sin i. 

Or si on prend sur AP et AQ des parties AD et AH 
proportionnelles à Pet Ç, en achevant le retXzn^^AHGD, 
on obtient dans le triangle AGD, 
t 

Z)G = tang J' , AD— AG cos t'. 
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PARALLELOGRAMME DES FORCES. 117 

en désignant par t' l’angle formé par la diagonale AG et 
le côté. Mais puisque DG et AD Sont dans le meme rap- 
port que Pet Ç, la première de ces équations devient 
Q = P tang ; donc 8 = <' j la seconde donne 


AD 


AG 


• = cos 8 = 


P, 

R 


Ce qui prouve que la résultante est représentée en gran- 
deur et en direction par la diagonale du rectangle. . 

Troisième cas : les forces étant quelconques. ^ 

Soient encore P et Ç les forces faisant entre elles Fig. 10. 
l’angle « , et AB! leur résultante formant avec ces forces ' 
les angles 8 et «. Décomposons la force Ç en deux autres 
dirigées suivant AK et AP à angle droit ; elles sont 
Ç sin a et Ç cos a. Par là on doit composer les deux 
forces rectangulaires Qsin« etP-f-Çcos«. L’équation 
Ç=/lsin8 trouvée cà-dessus devient ici Ç sin sin 8. 

ür on peut visiblement y changer Ç en P, et 8 en 1 ; donc . 

P q. R 


on a 


} ce qui reproduit le théo- 


sin i sm 8 SI 
reine (18, I ). 

Du reste en prenant AU et AD proportionnels à Pet Ç, 
il est visible que si on forme le rectangle KL sur AH , 
deux forces représentées par AK et AL remplaceront la 
puissance Q ; en sorte que si on prend DI = AL , on 
aura à composer deux forces proportionnelles à AK et 
AI; ainsi la diagonale AG du rectangle Kl représentera 
la résultante des deux forces rectangulaires qui rempla- 
cent P et Q : mais I1ADG est un parallélogramme ; 
donc la résultante cherchée est représentée par celle dia- 
gonale ; ce qui reproduit le théotéme (17). ' 
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Sur l’équilibre d’un corps soude, sollicité par 

‘ DES FORCES QUELCONQUES. 

112 . Considérons d’abord le cas où les forces sont dans 
un même plan , que nous prendrons pour celui des xy. 
Soit donc une figure '^lane solide, sur les divers points de 
laquelle agissent des forces P', P ", .... situées dans le 
plan de cette figure ; désignons par x', j' ; x",yll ;. . . . 

les coordonnées de ces points, et par a.', J! les 

angles que ces puissances forment avec l’axe des x. Si 
on décompose P' en deux forces parallèles aux axes, on 
aura X' et Y' pour les composantes ; de même X" et 
seront celles de P^l , et ainsi de *uite : de sorte qu’on 
trouvera (i8, V) 

I » 

P' cos a' = X' , P" cos «*= X'', etc. 

P' sin a.' ■= Y' , P' sin Y"^ etc. 

Nous aurons ainsi deux groupes de forces parallèles aux 
axes ; il sera aisé de composer chacun d’eux en une seule , 
d’après ce qu’on a vu à la fin du n®. 38. En désignant 
par X la résultante des jprees parallèles aux a:, et par b 
sa distance à cet axe; par Y et par a les memes choses rela- 
tivement à l’axe des on obtient 

X =X> -fX'/ -j-ctc. r=:l'' -f-p/ +etc. 

Xb = Xy' -f- X*j-//-j- etc. Ya z=Y'x'-\- Y"x’l -[- etc. 

Il est maintenant aisé de composer les deux forces X et P 

( 

• X 
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EQUILIBRE D’UN CORPS SOLIDE, n.) 

en une seule , (jui sera d'ailleurs appliquée eu leur point 
de concours , dont les coordonnées sont a et b. Pour 
faire cette composition, il suffit de remonter auk équations 
B , C el D du n“. 22 , en y regardant X et E comme 
connus. 

Comme le point d’application de la résultante cher- 
chée R peut être Indifféremment l’un quelconque de ceux • 
du corps solide pris sur la direction de celte force , nous 
allons chercher l’équation de la droite suivant laquelle elle 
est dirigée. Cette droite passe par le point dont a et i sont 
les coordonnées, ainsi l’équation est — é=tanga(a: — a)f 

ou ^ à cause de tang u = ^ , 

Xy—Yx = Xb—Ya; 

enfin mettant pour le second membre sa valeur, 

Xj — Yx = xy — Y'x' 4- xy — Y'ixi 4. etc. 

Ici X t\. y représentent les coordonnées du point d’ap- 
plication de la résultante. Observons que Xy — Y'x' 
est la différence des momens des forces X' et Y' par 
rapport à l’origine , et on sait (26) qu’elle est égale au 
moment de leur résultante P' (parce que les forces X' et Y' 
tendent à faire tourner en sens contraires ) ; il en est 
de même des autres termes de l’équation. Soient donc 
les longueurs des perpendiculaires abaissées 
de l’origine sur les directions des forces P', P". •..R y 
l’équation précédente équivaut à Rrzrz P' p' y P^p^' y etc. 
Ainsi on a les trois équations . ^ ^ 

X=X' +X" +etc., 

Y = Y' y Y" 4 etc., 
Rr=Pp'yP"p"y etc. 


Digitized by Google 



l'ao NOTE II. 

On observe que ce résultat ^n’est autre chose que la réu- 
nion lies équations (C) et (^’) , n°‘. 22 et aS , et que le 
théorème des moniens, qui était une conséquence des 
premières lorsque les forces concouroient en un point 
unique , entre ici comme une des conditions nécessaires. 
Les .signes de cette équation doivent d’ailleurs être déter- 
*min('s'dc là même manière que lorsque les forces con- 
couroient, puisque le produit P'p' , par exemple, est 
introduit ici comme provenant des forces X',Y\ qui con- 
courent. 

Représentons la somme des momens des forces par n , 
et nous aurons 

Rcosa:=X, üsina = ]r, 

Rr=n — Xjr — Yx. 

Les deux premières , traitées comme dans le n°. , 22 , 
déterminent la grandeur et la direction de la résultante; 
et la troisième étant l’équation de cette dirertion , en fixe 
la position. D’.nillenrs elle donne pour la distance r de cette 

droite à l’origine , rz= - 5 _ • ce qui fournit, si on veuf, 

un antre moyen de la construire , puisqu’elle doit faire 
avec l’axe des x l’angle a , et être tangente au cercle décrit 
de l’origine comme centre avec le rayon r ('*'}. 



(*) I..T muuicre dont nous sommes parvenus aux équations (a) ne 
permet pas do rxinclnrc quelles aient encore lieu lorsque les forces 
parallèles à iin des axes ne peuvent être réduites qu'à deux égales ci 
non diamétralement (ipiKisée-s. Ainsi, lorsque A', A"... équivalent à 
X et — A' , en eompos.nnt avec Y , et leur résultante avec 

— A’ , on verra bientéit que les équations (a) sulrsisteiit , en faisant 
A = O. Pareillenu ut si eu outre Y\ J'“ , • , • ne peuvent aussi se ré- 
duire qu’à f ’ et — I\, en composant A, avec , puis — A, et 

— Y^^ on a deux rfsultanics qui si' délriéisciit ( si elli s ont même dii ec- 
ûoii) , va qui sont parallèles et opposée». Or, tn faisant A' = o c» 
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Il 3. Examinons les conditions d’équilibre du système 
qui vient de nous occuper. Pour cela, si on en ôte l’une 
des forces, telle que P'."), l’équilibre ne subsistera plus, 
et il sera toujours possible de composer les autres puis- 
sances en une seule R; R sera déterminée de grandeur 
et de position par les équations (a) : et ppur que la force 
P\'*) produise l’équilibre , il faut qu’elle soit égale et 
directement opposée à la force R. Ainsi R = — Pv"), et 
l’équation Xy — îx = n de la puissance R, doit être 
aussi celle de la force Pi"). En passant tout dans un seul 
membre, et obsen’ant que Xj — Xx esl~Rr = — Pi")pi’’!^ 
on en conclut que les équations d’équilibre spnt au 
nombre de trois , savoir : 

/ 

X' -}-X'' -[- etc. = o "s 

r -fU" +ctc. = o| 

P'p' -f- P" pu -f- etc. = O / 

M\ X'y' — Y'x'-\-Xlly^i—Y"x".^cic.'=:o ) 

Nous avons omis ici les termes en Pi") , parce qu’ils sont 
de meme forme que les autres. 

Pour appliquer ces équations à un exemple , cher- 
chons la pression qu’exerce sur un axe, fixé en deux de ses 
points, une force parallèle à cet axe. L’axe AB étant retenu Fig. 55, 
sur deux tourillons A et B, le problème revient à demander 
quellessont les forces qu’il faudrait appliquer en AelB pour 
retenir cet axe, sans le secours des deux appuis fixes, lors- 
qu’une force R parallèle à AB agit de C vers D sur le corps 
qui est retenu par cet axe. Faisons AC::=BD = r, AB-=a; 
concevons eu A deux forces 31 et Q dans les. directions 
A3[ et AQ de l’axe et de sa perpendiculaire , cl agissant 

J' = O , on trouve /f = o et r = co , en soi te iju'on reconnait ce cas 
siagiilicr à ce caiartère. 
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NOTE IL 

de A vers M et vers Ç; puis en £ la force S dirigée 
suivant Zf5, perpendiculaire à l’axe et de B vers 5' (*). U 
s’agit de déterminer les trois forces Ç, AT et 5, telles qu’elles 
détruisent la puissance R. Or si on prend A pour origine ^ 
AB et AC pour axes, les équations (^) deviendront 

R-^M=o, S — Q=z'o, jRr—»5a=o; 

d’où R = M, S = Q=~. 

a 


Ainsi l’axe est sollicité dans le sens AB , comme si la 
force R agissait suivant cette meme droite ; de plus l’axe 
tend à tourner sur les points yf et Z? en sens opposes et 
avec une action égale , dont la valeur est connue. 

ii4- L’équilibre pourrait aussi avoir lieu en supposant 
que le plan mobile soit fixé en l’un de ses points , de sorte 
qu’il ne puisse prendre qu’un mouvement de rotation 
autour de ce point. Or pour qu’il y ait équilibre, il n’est 
plus nécessaire que les forces s’entredétruisent ; il suffit 
que leur résultante soit dirigée vers ce point , car alors 
elle sera détruite par la résistance qu’il oppose 'i3). 11 
faut par conséquent que les coordonnées de ce point mises 
pour X et y dans l’équation de cette résultante satisfassent 
à cette équation , si on veut que la droite suivant laquelle 
cette résultante agit soit dirigée vers ce point. Prenons- 
le pour origine des coordonnées, alors .T=oet^=o, 
donnant n = o , il s’ensuit que pour V équilibre il suffit 
que la somme des momens soit nulle par rapport au point 
fixe, ou , 


(.*) Les forces M, () et. sont appliquées aux points fixes Ayt B 
de la manière la plus générale que le système puisse comporter. Quant 
aux sens suivant lesquels on dirige faction d<; ces forces , ils sont 
ici présupposés : ipais si on lem' eût douiié toute autre direction , le 
calcul mèiiie aurait rectilic les erreurs. 
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P'p' + P'^p" + etc. = o (y), 

ainsi on retrouve le théorème du levier(vqj'. n“*. a 5 et 84). 

Si l’équilibre n’a point lieu dans le système libre , 
on l’établit aisément en in#oduisant duc force dont la 
grandeur et la position soient déterminées par les con- 
ditions que nous avons examinées ; mais si le système a 
un de ses points fixe , comme on peut le prendre pour 
origine, il suffira d’introduire une force P qui satisfasse à 
l’équation (y). En désignant par p la distance de cette 
fores au point fixe, on devra donc prendre P tt p telles 
qu’on ail Pp -j- P'p' -j- PHp" -|- etc. = o. Or celte équa- 
tion ne faisant connaître que l’une des deux quantités Petp, 
l’autre est entièrement arbitraire , ainsi que la direction 
de la force P: donc le problème est indéterminé. Dans 
ce cas on peut exiger que les quantitf^ inconnues satis- 
fassent à certaines conditions, telles que de donner à la 
pression sur le point fixe un# grandeur et une direction 
déterminées .... etc. 

110. Concevons dans l’espace un corps solide dont les 
divers points soient sollicités par un système de forces 
quelconques, et désignons comme au n". 28, ces forces 
par P', P" .... ; les angles formés par la direction de la 
force P' avec les axes des x , des jy et des z par /S', y' ; 
de même a", , y", pour la force P*, et ainsi des autres 

puissances. Comme ici les forces ne sont pas supposées 
concourir en un meme point , la position de chacune doit 
être en outre déterminée par celle d’un des points de sa 
direction , tel que son point d’application au système. 
Soient donc x' , y', z' les coordonnées du point d’appli- 
cation de la force P' ; z" pour celui de etc. 

Décomposons chaque force , au point meme où clic est 
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124 NOTt: II. 

. appliquée, en trois antres respectivement parallèles auxx, 
aux y et aux z ; soient X', Y' et Z' les trois composantes 
de P' ; de même soient XH, F''/, Z» les composantes de 
pu, etc. . . . c’est-à-dire faisons 


P' cos af*— X' ; Iff cos — Xf/ ; etc. 

P' cos f' = F' ; pu cos SI/ = Y" ; etc. 

P' cos y'=zZ' ; pu cos yll — Z" ; etc. 

Cela posé, concevons qu’on ait pris dans le système un 
plan fixé au corps solide et mobile avec lui ; prenons ce 
plan pour celui des jcy : prolongeons chaque force jusqu’à 
sa rencontre avec ce plan. Les équations de la droite sui- 
vant laquelle agit la force P' sont 


x — x'=:A(^z—z'), jr-^yt=B{z — z>). 

X' Y' 

On verra , ( comme au n®. 20) que A= y B z= . 

Or pour obtenir le point où la droite rencontre le plan 
ay , il faut faire z = o, ce qui donne pour les coor- 
données a' et b' de ce point 


Z'x' — X'. 

Y' ^ 


v = 


* Z'f — Y'z’ 


Z' 


En changeant les acceus , on a les coordonnées des points 
analogues pour les autres forces.* Concevons donc chaque 
puissance appliquée en son point de rencontre (iSj avec 
le plan xy ; et décomposons-la en deux , l’une située dans 
ce plan et l’autre perpendiculaire à ce plan. Nous aurons 
ainsi deux groupes de forces , les unes placées dans le 
plan 2^, et les autres (égales à Z' , ZH . . . . ) parallèles 
à Taxe des z. Or l’équilibre ne peut avoir lieu à moins 
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qu’il n’existe séparément dans chaque groupe (*j ; cher- 
chons les éqiiations qui expriment cet étal. 

i“. Les forces parallèles aux z doivent satisfaire aux 
trois équations (5, pag. 4^ ) ; et comme la force Z' est 
appliquée au point dont a' et h' sont les coordonnées, on 
a pour les momens de JZ', Z'a' et Z'b' ^ ou Z'x' — A's' 
et Z'y' — Y'z' . 11 en est de même des autres forces Z't, etc. ; 
ainsi on a 

Z' + Z" + = O » 

Z'x' — X'z' ZHx» — X”z« + etc. = o , 

Z'y' — Y'z' + — Y»zn -f- etc. = o. 

2 ®. Les forces situées dans le pjan xy , doivent satis- 
faire aux trois équations (/S) , n". ii3. Décomposons donc 


(*) En effet , s’il n’eo est pas ainsi , il ne peut arriver qnc les trois 
cas suivans ; i°. Si chaque groupe est réductible il une seule force -, 
l’équilibre ne peut avoir lien. 

3®. Si l'un des dcax groupes , par cxcniple celui qui est dans le 
plan xjr, n’est réductible qu’il deux forces (33,111) parallèles , op- Fi 
posées et égales, représentées par P tX H ( tig. ig), et que l'autre 
groupe ait une résultante unique Z- Soit C le point oii Z rencontre 
le plan xy. Menons une droite quelconque yiC, et décomposons la 
force Z en deux autres S t:l T parallèles et appliquées aux points 
yf et Jî où cette droite rencontre P et R: conqiosons S et P , puis 
y et /{ : il n’y aurtf pas équilibre entre -les deux résultantes*, puis- 
qu'elles seront situées dans des plans parallèles. 

3®. Enfîn si chaque groupe n’est réductible qu’ii deux forces, pa- 
rallèles et opposées ; soient 7^et R les deux premières , après avoir 
décomposé comme ci-dessus cliacune des deux autres , qui sont per- 
pendiculaires au plan PAÜR , en deux forces qui rencontrent l’une 
AP , l’autre AR ; on aura deux groupes de trois forces qui seront 
dans des plans parallèles , chacun pourra être composé en nue seule j 
ainsi on retombera dans le même cas. 
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chacune de ces forces en deux autres parallèles aux x 
et aux y ; celles qui proviennent de P sont visiblement ‘ 
égales à X' et ¥' ; XH et ¥> proviennent de même de 
P/'', etc. Ainsi ces composantes sont celles qui entrent 
dans les trois équations (/S). On devra donc y changer 
scuicinent x' et y' en a' et b' ; xH et y" en et b", etc. ; 
par là on trouvera que la quantité X'y' — Y'x' ne change 
pas : ainsi les trois équations (/8) sont encore vraies ici 
sous les mêmes formes. 

On a donc , pour exprimer l’état d’équilibre d’un corps 
solide libre , les six équations 

X' 4- XII + etc. = O 
Y' 4- y» -f Y"> 4- etc. = O 
Z’ 4- Zn 4- Z" 4- etc. = 0 

X'y’ — Y'x' 4- X’Iy" — Y"x" + etc. = o 
Xz'— Z'x' 4- X'zH — Z"xH 4- CIC. =: O 
Z'y' — Y'z' 4- Z»y" Y» z« 4- etc. = o 

Les trois équations (J') sont celles qu’on a obtenues 
n”. 3o, lorsque* les forces concouraient: ainsi ces équa- 
tions expriment, que si on transporte les puissances pa- 
rallèlement à leurs directions pour les appliquer à un même 

point, l’équilibre subsistera. encore. 

Mais cette comlltionnesuffit pas pour que les forces s’en- 
tredétruisent, et il faut, en outre, que les trois équations («) 
aient lieu. X' et Y' étant les compo.santes de P' parallèles 
au plan xy , X'y'’— Y'x' est la différence des momens de 
ces compo.santes, respectivement par rapport aux deux 
autres plans coordonnés. Donc la i'''. des équations («) 
indique que la somme des momens des composantes pa- 
rallèles aux X , par rapport au plan des xz , est égale 
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* 

à la somme des momens des composantes parallèles aux y, 
relativement au plan des yz. Le terme de moment est 
pris ici dans l’acception que nous lui avons attribuée , 
n". 38. Les deux autres équations s’énoncent d’une ma- 
nière analogue. 

Ainsi lorsqu’on a décomposé chaque force en trois 
autres parallèles aux axes, considérant deux des groupes 
de composantes , et les plans coordonnés qui leur sont 
respectivement perpendiculaires , sê on prend les momens 
de chacun de ces groupes , par rapport à celui de ces deux 
plans qui lui est parallèle , il faut que les sommes de 
ces momens soient égales entre elles. 

Prenons pour appliquer ces formules , le cas où les 
puissances P', Pl>,\ . . .sont parallèles : on a a' = a//=. . . . 

, . . y'—y"z=:. . , . ainsi les trois équations {S) 

deviennent 

•P’ + etc. O « 

les équations (i) se changent en 

^piiyii etc.) cos (P'*'-{- P'ix'i-\- etc.J cos ,3, 
(P'z'-f- P'fz"-\- etc.) cos et = (P'«'-{- PUx"-\- etc. ) cos y, 
(Py'+ P//y<i-^ etc.) cos y= (P'«'+ P"z"-\- etc.) cos/8, 

en divisant l’une par l’auirC deux de ces équations, on 
obtient la troisième , qui se trotiT® conséquence 

des deux autres : ainsi ces trois équatioiT,'' forment 
que deux distinctes. recourant à la note de il’’ 
on se convaincra aisément que les deux dernières cqu»''^3" 
lent à celles de la pag. 42. 

La démonstration que nous venons de donner suppose 
qu’aucune des forces n’est parallèle au plan xy ; mai» 



»a8 NOTp IL 

il est aisé de l’appliquer aussi à ce cas : car si l’une dei 
forces, telle que/", a cette direction, on peut mener, 
par le point d’application de la force P, une droite pa- 
rallclc aux z , et ajouter au système dans celte direction 
deux forces P et Ç égales et opposées. En composant 
J’une d’elles, Q par exemple, avec P' on obtient une force 
unique S \ de sorte que la force P' est ainsi remplacée 
par deux puissances P et S qui rencontrent le plan xy. 
Ainsi nos six équatioqs devant avoir lieu , il ne s’agit que 
d’y mettre pour chaque terme provenant de P', deux 
termes analogues en P et S. Mais il est clair que cria ne 
changera rien à ces équations , puisque la décomposition 
de P et 5 reproduira les mêmes composantes que P, Q 
et P ; ainsi les deux premières donneront des termes qui 
s’entredétruiront , et il ne restera que ceux qui viennent , 
de P'. 

ii6. L’équilibre peut exister sans que cependant les 
forces s’entredétruisent ; car si le système contient un 
axe fixe ou un point fixe, il suffit visiblement que toutes 
les forces équivalent à d’autres qui soient dirigées vers 
cet axe ou vers ce point. 

1 °. Si le système est retenu par un axe fixe , que nous 
prendrons pour celui des r, en prolongeant chaque force 
jusqu’au plan xy , et la décomposant comme dans le 
n“. n5, on voit que les puis.sances parallèles à l’axe fixe 
ne peuvent produire le mouvement de rotation, le seul que 
le corps puisse prendre ; il est donc inutile de les consi- 
dérer. Ainsi il suffit que les puissances qui agissent dan* 
le plan xy soient en équilibre autour de l’origine fixe. 
Hous avons vu (ii4) <iue cette condition entraînait pour 
conséquence l’équation (y) ou 

xy — Y'x' + XHy» — Yiix'i + etc. = o . . . . (O > 
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laquelle n’exige d’ailleurs aucun changement pour être 
appliquée au cas présent. On en conclut que , pour au un 
corps solide suit en équilibre autour d’un axe ,fixe , il faut 
que les deux groupes de composantes qui sont dans des 
plans perpendiculaires à cet axe aient les sommes de leurs 
momens égales par rapport à deux plans rectangulaires 
passant par l’axe. ' 

Si on considère que X' et Y' sont des composantes de 
P’ parallèles aux .t et aux y ; que d’ailleurs dans le plan 
qui coijlicnt ces composantes ( îl est perpendiculaire à 
l’axe fixe et passe par le point d’application de P' ) , X'^ 
et Y' x' sont leurs momens par re.pport au point on -ce 
plan coupe l’axe , on voit que X'y' — Y'x' est le produit 
<lc la composante de P' dans ce plan par sa distance à 
l’axe. Bien entendu que ce produit aura le signe de 
X<y'-T-Y'x'. Âin.si il sera positif pour les foic,e.s qui 
tendent à faire tourner dans un sens , et négatif pour les 
autres. 

Tout corps solide retenu par un axe, et sollicité par des 
puissances, e,st eequ’on nomme eu général un Leder ; la dis- 
tance d’une force à l’axe est son bras de levier. On peut donc 
dire que , pour qu’un levier soit en équilibre , il fput qu’a— 
prés avoir décomposé chaque puissance en deux , l'une pa- 
rallèle à l’axe fixe, l’autre daus un pian perpendiculaire à 
oqt axe, la somme des produits de ces dernières composantes 
par leurs bras de levier soit nulle. On trouve donc ainsi 
les conditions d’équilibre du treuil et du levier, considérés 
dans un état de généralité plus grand que nous ne l’avions 
fait d’abord ( n“*. 84 et ). 

2®. Quand le système est retenu par un point fixe , que 
nous supposerons à l’origine des coordonnées , la condition 
précédente doit encore visiblement avoir lieu ; m^is elle ne 
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suffit pas , car les forces Z% Z".... parallèles aux z ne sont 
plus inutiles à considérer: il faut que leur résultante passe 
aussi par l’origine. Or dans le n“, ii4j a' , b' •, a" , , 

désignent les distances de ers forces Z', Z'< .... aux plans 
des^^ et des xz : donc les momens de leur résultante ( 38 ) 
sont Z'a' -j- Z"a" -j- etc. et Z'b' -J- Z'^b^^ -f- etc. Ces 
sommes devront donc être milles pour que la résultante 
soit dans ces deux plans. Ainsi, outre la condition du 
n“. précédent , on a encore deux autres équations. En 
les mettant sous la forme convenable , on voit que pour 
çu’un corps solide soit en équilibre autour de T origine fixe, 
il faut que les trois équations (i) aient lieu. 

On désigne les équations (J' et*) par des dénomina- 
tions tirées de leur nature ; ainsi les premières sont nom- 
mées équations de translation , puisqu’elles sont destinées 
à indiquer que si le corps était réduit à un point , il ne 
serait pas animé d’un mouvement de translation : on ap- 
pelle les autres équations de rotation, parce qu’elles ex- 
priment que le corps n’éprouve point de rotation. 

En rapprochant ce théorème de ce qu’on a vu ci-dessus, 
on remarque que , i®. pour qu'un corps solide soit en 
équilibre autour d'un point fixe, il faut que les forces qui 
agissent sur ce corps remplissent les trois conditions aux- 
quelles il serait assujéti, s’il y avait trois axes fixes rectan- 
gulaires passant par ce point ; 2“. pour qu’un corps solide 
libre soit en équilibre , il faut que les puissances qui le 
sollicitent satisfassent aux conditions nécessaires pour que 
l’équilibre ait lieu autour d'un point fixe , et qu’en outre 
si on transporte les forces parallèlement à elles-mêmes 
pour les appliquer toutes en un meme point, l’équilibre ait 
encore lieu dans cet état. 

• 117. Supposons qu’il n’y ait pas équilibre dans le sys- 
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t?me , et que cependant il n’y ait qu’une seule résul- 
tante Ji ; c’est-à-dire qu’en y introduisant une force égaie 
et directement opposée à cette résultante , l’équilibre ait 
lieu. Soient X, V et Z les composantes de R, les six 
équations (J'etf) devront donc être satisfaites lorsqu’on 
y comprendra les trois forces — X, — Eet — X. Les 
trois premières équations , traitées comme à la page 26 , 
conduisent aux valeurs (//) qui déterminent encore ici la 
grandeur et la direction de la résultante : ainsi il ne s’agit 
plus que d’employer les trois équations (1) à la recher- 
che des coordonnées sc , et z du point d’application 
de cette force R. 

* Pour abréger , faisons 

i = ( xy — F'x') -f ( X'Y'— ) + etc. 

M— ( Z'x'— X'z') + {Z»x'i—X"zll ) -f etc. 

N = ( Y'z^ — zy ) + ( Y«z" — Zl/yil ) -+- etc. 

X, Y, Z, L, M et N représenteront des grandeurs 
connues, et les équations (1) donneront 

Xjr—Yx = L, N 

Zx — Xz = M, y (,) 

Yz—Zy = N; ) 

équations qui doivent servir à déterminer x,y, z. Pour 
cela il faut pratiquer l’élimination. Mais si on élimine 
deux de ces quantités, la troisième disparait d’ elle-même : 
ainsi en multipliant ces équations respectives par Z ^ Y 
et X , et ajoutant , on a 

LZyMY+NXz=.o....{t), 

équation entre les données du problème , sans Uquelle 
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les trois relations précétlentes ne peuvent avoir lieu à-la- 
füis , et qui , lorsqu’elle est remplie , désigne que , des 
trois équations (i), l’une se trouve comprise dans les 
deux autres ; de sorte qu’elles ne peuvent déterminer 
que deux des coordonnées x , y , r, du point où la ré- 
sultante est appliquée , et que la troisième est arbitraire. 
Mais si l’équation (S) n’a pas lieu, les relations (ij) ren- 
ferment des conditions contradictoires ( voy. mon Cours 
de Mathématiques, n®. ii6). D’oii on conclut que, Vé- 
quation ( é) exprime , entre les données du problème , une 
comJition nécessaire pour que les forces soient réductibles à 
une seule. 

11 suit de là qu’an système de jorces dans l'espace ne 
peut en général être mis en équilibre avec une seule force ; 
mais que lorsque l’équation de condition (j; est satisfaite , 
il y a en elfet une résultante unique ; les équations {//), 
pag. 26, en donnent la grandeur et la direction ; on 
peut d’ailleurs prendre pourpoint d’application l’un quel- 
conque de ceux de la droite qui a pour équations le» 
relations (v) ; ainsi cette résultante est connue. 

Par exemple, si les forces P', Pl/..., sont parallèles , 
on a a = a," =• • • •', fi' = ; y' = z =. ... ; et les 

trois équations (il) deviennent 

R = P' + P^’+P"'+ etc., « = a', u=fi', y = y'. 

Ainsi la résultante R est parallèle aux composantes et égale 
à leur somme. De plus, les valeurs L , il/ et iV sont 

L — (JP' y' -\-P^' y" etc.') cos a — (P'a;'-f-P"jc''-f-etc.)cosjg, 
il/ (P' x' -\-P^> x" -petc.) cosy — (P'z' + P" z"-f-ctc.)cos M, 
R' = (^P< z'-\-P"z'‘:^etc.) cosjl — iP'y-\-P"y"-T elc.)cosy. 
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D’ailleurs 

X = R cos », Y=R cos ^ , Z = R cos y , 

donc l’équation (i) est toujours satisfaite; ce qui prouve 
qu’il y a une résultante unique. Pour en obtenir les 
équations nous prendrons deux des relations {>i); nous 
aurons 

{Ry — P'y'~—PI/y'i — ..)cos»—(Rx — P'x' — — ..)cosj8, 
(Rx — P'x/— pu x'^ — ..)cosy=(iîr — P'z' — P* — ..) cos a., 

et comme la résultante est appliquée en un point quel- 
conque de cette droite, les coordonnées x , y et z de ce 
point ne sont assujéiies qu’à la condition de satisfaire à 
ces équations. En égalant à zéro le coefficient de cos » , 
dans la i'^. , on retrouve ainsi les équations (O), pag. 3g. 

Ceci présente une exception ; c’est lorsque R est nul : 
car si dans ce cas L, M et N ne le sont pas aussi , il n’y 
a pas équilibre : or X, Y, Z sont nuis, et les équations (ij) 
ne peuvent exister qu’autant que x , y et z sont infinis. 
La résultante est donc nulle et appliquée à une distance 
infinie. Cette circonstance a déjà été l’objet de notre atten- 
tion ( voy. pag. 3i ). 

Si l’équation de condition n’est pas satisfaite , alors il 
faudra ajouter deux nouvelles forces pour établir l’équi- 
libre : en effet , introduisons dans le système une seule 
force appliquée en un point quelconque , et dont les 
composantes X, Y et Z soient prises telles que l’équation 
de condition ait lieu ; ce qui peut se faire d’une infinité 
de manières. Ce second système n’aura visiblement qu’une 
seule résultante , qu’on déterminera aisément d’après ce 
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qui vient d’être dit. On connaîtra donc par là deux 
forces qui seraient propres à produire l’équiliLre. Ainsi 
dans vn système de Jorces agissant sur un corps solide , 
il y a deux résultantes qui ne peuvent en général se com- 
poser en une seule : l'une de ces résultantes est arbitraire. 
Ainsi lorsqu’on veut assigner ces résultantes , le pro- 
Llcnne est indéterminé. 

Si le corps était fixé à un point ou à un axe , il fau- 
drait pour produire l’équilibre, introduire dans le système 
une force qui satisfît aux trois équations (t) dans le pre- 
mier cas , et à l’équation { ^ , dans le second. 11 est évident 
que ces problèmes sont indéterminés, et qu’on peut dis- 
poser des quantités qui servent à assigner la grandeur , la 
direction et la position de cette force , excepté trois d’entre 
elles s’il s’agit d’un point fixe , et excepté une s’il s’agit 
d’un axe. On peut donc sc donner de nouvelles relations 
entre ces indéterminées, demander, par exemple, que la 
pression sur l’axe ou le point satisfasse à certaines condi- 
tions etc.... Mais nous ne nous arrêterons point ici pour 
ne pas nous écarter de notre objet, d’autant que la solu- 
tion de ces problèmes est implicitement renfermée dans le^ 
principes généraux de ce Traité. 
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Sur tE FROTTEMENT. 

ii8. Quand deux forces sont en équilibre, si on aug- 
mente l’une d’elles , elle doit prévaloir sur l’autre ; cette 
observation réduit les conditions du mouvement dans les ' 
machines à la théorie de leur équilibre. Cependant, comme 
les puissances éprouvent différens obstacles , nous allons 
traiter particulièrement de l’étal où un système doit être 
amené pour que cet équilibre soit sur le point d’être 
rompu. 

Il résulte de ce qu’on a vu dans le chapitre précédent , 
qu’on peut toujours établir l’équilibre entre deux forces 
quelconques , et qu’il ne faut pour cela que disposer con- 
venablement les machines dont nous venons d’exposer les 
propriétés ; mais en augmentant ainsi l’effet d’une ouis- 
■sance , on tombe dans un inconvénient inévitable. L’expé- 
rience est d’accord en ce point avec la théorie, et on peut 
établir comme un fait constant que , dans toutes les ma- 
chines, on perd du côté du tems ce qu’on gagne du côté 
de la puissance. On peut bien faire , par exemple, qu’un 
seul homme élève le. même poids que trente ; mais il sera 
aussi trente fois plus de tems à l’élever d’une meme hau- 
teur. La vérité de ce principe dans le levier est évidente : 
il en est de même du plan incliné. Nous ne nous arrête- 
rons pas à démontrer qu’il a lieu dans les autres machines. 

( Voy. la Mécanique, n®. lag). 

Le but n’est pas toujours d’éviter l’emploi du tems. 
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et il arrive souvent que la durée en est assez indifférente : 
on peut même faire senir avantageusement ce qui , dans 
beaucoup de cas serait un obstacle, et tirer parti d’une 
s force donnée de manière à faire parcourir un grand espace 
à la résistance. Les organes du mouvement de presque 
tous les animaux offrent un exemple de la manière dont la 
nature s’est servib de cette propriété : les muscles ont leurs 
points d’attache sur les os à la partie qui est voisine des 
articulations, autour desquelles les os doivènt tourner lors- 
que les muscles se rac<y^urcissent ; il résulte de là que 
l’aütre cxtréfiuté des membres parcourt un grand espace. 
Un procédé semblable peut servir à rendre un très-petit 
rhouvement plus sensible. ■ \ 

11 arrive aussi quelquefois que la grandeur de lï force 
est presque indéfinie , et qu’on demande que ses effets 
soient rapides ; le choc de l’eau ou de l’air contre les 
a\les d’un moulin en sert d’cxcnipic, Mais c'est nous éten- 
dre assez sur cet objet, passons maintenant aux résis- 
tances que les puissances éprouvent par l’effet des machines 
.memes. 

1 1 (). Lorsqu’un corps est placé sur un autre , les parties 
.saillantes de l’un s’engagent dans les parties rentrantes de 
l’autre ; les surfaces les mieux polies ne sont pas exemptes 
de ces petites inégalités. Lorsqu’on veut que l’un des deux 
corps glisse sur l’autre , il faut donc dégager ces inégalités 
*ou les rompre ; la force qu’il faut employer pour vaincre 
cctlc résistance , est 'celle qui va nous occuper ici ; elle 
doit ou soutenir une partie du poids du corps en le sou- 
levant pour ainsi dire , ou briser les parties qui sont 
mutuellement engagées : c’est en cela que consiste le 
Yratlcmeni. 

J.e frottement tend donc à détruire les machines, çt exige 
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une action pins grande pour faire passer Mil mobile à l’état 
de niouveineiit. Il y a deux especes de frottement ; la pre— 
mièfé a lieu lorsqu’un corps doit glisser sur un autre; la se- 
conde lorsque l’une des deux surfaces juxta-posées roule sur 
l’autre : ce dernier frottement est beaucoup moindre que 
le premier , car on voit que le mouvement de rotatioa 
contribne en partie à dégager les aspérités. C’est pour 
ralentir la vitesse d’une voiture qu’on Enraie lorsqu’on 
veut descendre une montagne rapide , afin d’augmenter 
le frottement qui devient par là de la première espèce. 

Le frottement tient à une multitude de circonstances 
que le calcul ne peut seul embrasser, car il faut faire en- 
trer en considération le poli des surfaces, la température 
et l’humidité de l’atmosphère, l’afiinité des substances, la 
vitesse du mouvement , etc. 11 faut donc avoir recours à 
l’expérience pour perfectionner ce qu’elle fera connailre , 
et prévoir ce qu’elle ne dira pas. 

120 . Voici ce que l’expérience apprend: 

i". Le frottement varie pour des surfaces différem- 
ment polies. Ainsi on peut le diminuer en polissant les 
surfaces, ou en bouchant les pores avec quelques subs- 
tances qui n’augmentent pas l’adhérence , telles que les 
huiles , etc. 

2 ®. Le iems influe sur l'adhérence des corps. On attribue 
celte influence du tems à la flexibilité des parties qui 
composent les corps , qui permet à leurs surfaces de s’en- 
gager davantage. 

3". Deux surfaces de même nature éprouvent un frotte- 
ment plus grand tjue deu.v surfaces de matières différentes 
également polies. C’est pour cela qu’on fait rouler les 
essieux , qui sont d’acier, dans des boîtes de cuivre. 

/J.“. Le frottement ne dépend pas de l'étendue J^s 
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surjaces en contact . , le poids du corps restant le même. Ce 
principe, attesté par l’expérience, paraît d’abord singulier; 
cependant on peut observer que , suivant qu’on fait frotter 
un parallélipipède sur l’une ou l’autre de ses faces; les 
points de contact sont plus ou moins nombreux , mais 
que chacun d’eux porte un poids moins ou plus considé- 
rable , et il arrive qu’il y a compensation entre ces deux 
effets : c’est du moins ce que prouve l’expérience. Ce- 
pendant si le corps frottant était terminé par une arête ou 
une pointe, comme il tracerait par son poids un sillon 
sur la surface frottée , ce cas doit être excepté de la règle. 

5". Le frottement est proportionnel à la pression, toutes 
choses égales d’ailleurs ; c’est-à-dire qu’on éprouve une 
résistance d’autant plus grande que le corps presse davan- 
tage. Voici comment on doit entendre cette proposition , 
qui va servir de fondement à tout ce que nous aurons 
à dire. 

Fig. 56. Soit un corps M placé sur un plan horisontal AB ; 
puisque le poids de ce corps est entièrement détruit , il 
est clair qu’abstraction faite de toute résistance , il doit 
obéir au plus léger effort : or le frottement empêche que 
, cela ne soit ainsi. Si on fixe en D une soie passée dans la 
gorge d’une poulie C, le poids Q, propre à entraîner 
le corps M sur le plan , devra être quelquefois assez 
considérable : or il est visible que ce poids Q est ce qui 
doit mesurer le frottement. On a reconnu par des expé- 
riences nombreuses et précises , que si le corps M pèse 
2 , 3. . . . fois plus, il faut au lieu de Q mettre un poids 
précisément double ou triple.... La puissance Q aura 
donc avec le poids M un rapport constant, en supposant 
que les surfaces en contact ne changent pas de nature, 
et c’est dans ce sens qu’on doit entendre ces expressions 
usitées i le frottement est le tiers , le quart de la près— 
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sion , pour désigner cjue le poids Q doit être le -g, on 
le J du poids il/. On conclut de là qu’en désignant par 
J le rapport entre la force Q du froUeinent et le poids 
M qui (k)it glisser sur le plan AB , on a 

Q=JM (i).' 

Comme M=ï , donne Ç=y; on voit que la constantcy 
est le poids propre à vaincl'c le frottement , c’est-à-dire à 
faire prendre au corps M un mouvement naissant, lorsque 
ce corps a l’unité de poids. 

On a construit des tables propres à marquer les valenrs 
que prend /, pour les diverses substances les plus usuelles 
combinées deux à deux : on peut consulter le Traite 
de Brisson. Nous regarderons le nombre /" comme connu; 
mais l’expérience prouve qu’il n’est constant qu’entre 
certaines limites; car lorsque les pressions deviennent très- 
considérables, le coefficient y diminue ; et au lieu d’elre 
le tiers ou le quart de la pression , il n’en est quelquefois 
que le douzième : ainsi , l’équation (<) n’est pas rigoureu- 
sement exacte. 

I2I. Le frottement étant par sa nature une force pas- 
sive dont l’effet est de s’opposer à tout mouvement, 'on 
doit distinguer avec soin deux ras ; ou la force qu’on con- 
sidère doit produire le mouvement dans la machine ; dans 
ce cas le frottement lui est contraire , et la puissance doit 
être augmentée d’une partie convenable : ou cette force 
n’a pour but que d’établir l’équilibre dans le système , 
et alors le frottement lui est avantageux. De sorte qu’une 
puissance peut faire équilibre , quoiqu’elle soit moindre 
qu’elle ne devrait l’ètce en vertu des [irinripcs prétedens. 

Puisque le frottement est une force dont la direction 
est tangente à Ja surface de contact , pour connaître les 
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conditions d’équilibre , en y ayant égard , il ne faut que la 
considérer comme une puissance ordinaire , et la traiter à 
la manière des autres forces. On cherchera donc la pres- 
sion normale qui a lieu au point de contact ; et la multi- 
pliant par f, on aura une nouvelle jorce à introduire dans 
les calculs , outre celles qui agissent sur la machine. 

rîR- 37. 122. Appliquons d’abord ces principes au plan incliné. 

Employons les procédés et la nfttation du n°. y 4 î pres- 
sion N exercée sur le plan par les forces P' et P est 
comme on sait N -z=z P' sin t' -}- Psin ^ , ainsi on a pour 
la force du frottement/ (P' sin t'-|- P sin 0 ) ; force di- 
rigée dans le sens de la longueur du plan , en opposition 
avec la puissance P que nous supposons être sur le point 
de produire le mouvement. Ainsi on aura au lieu de 
l’équation (i, pag. 72) , 

P cos t = P' cos 6 ' y ( P' sin t' P sin t ). 

D’où on tiré pour la force cherchée 


P= 


P' ( COSf' 

cos à — / sin « 


•Oc)- 


On peut, en opérant ici comme pour les cas exposés (76), 
faire prendre à cette expression différentes formes. On 
trouve par exemple, pour le cas de la pesanteur, où 

, cos i — y sin t 

Lorsque P agit dans le sens du plan , on a J = o , d’où 
P — P { sin £ -f-y cos I ). . . .(ft). 


/ 
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Et lorsque P agit horbontalement , ÿ = i , et on a Fig. 37. 




P' ( sin s +/ COS^É ) 
cos i — J sin e 


P' ftangE-f-/) 
I _y lang e 




ia 3 . La théorie du plan incliné fournit, pour tronveryj 
un moyen plus simple que celui qn’on a indique n“. 120: 
en effet , quand un poids P' est placé sur un plan in- 
cliné qui fait avec l’horlson l’angle t , il est clair que 
P' sin I est la composante de ce poids dans le sens, du 
pUn , et que P' cos t est sa composante perpendiculaire 
à ce plan : ainsi J P' cos c est le frottement ; pour con- 
naître la direction que doit avoir le plan incliné afin 
que le poids P' soit en équilibre à l’aide du seul frot- 
tement et sur le point de prendre du mouvement , on 
voit qu’il faut que P' sin t=f P' cos t , d’où on tire 


/= ‘ang • = 


BC 

AC’ 


11 résulte de là que si on place un corps pesant quel- 
conque sur un plan horisontal , et qu'on incline ce plan 
jusqu'à ce que le corps prenne un mouvement naissant , 
l’angle t formé par ce plan avec l’horison aura une tan- 
gente numériquement égale à f : c’est ce qui a fait ap- 
peler dans le cas présent t l'angle du frottement. On peut 
calculer aisément cette tangente, c’est-à-dire la quantité 
' puisqu’il ne faut que diviser la hauteur BC du plan par 
sa base AC. 

124. Traitons maintenant l’équilibre du levier dans l’hy-Fig. Sy. 
potbèse du frottement. Soit HO un levier traversé j>ar un 
trou circulaire dont le rayon soit Bm = b : concevons le 
levier retenu pai- un axe ou boulon B , dont le rayon 
soit sensiblement aussi = b ; nommons M et R les deux 
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^ \ 

Fîg. 5;. forces qui agissent sur le levier, et considérons la pre- 
mière m comme destinée à prévaloir. 

11 est important de remarquer qtie les problèmes de cette 
espèce peuvent toujours être résolus à l’aide des équations 
d’équilibre , aussi bien que tons ceux qui sont relatifs aux 
macliines simples : nous en avons déjà trouvé un exemple 
dans la poulie Ici, l’axe fixe qui retient en B le levier, 
peut être remplacé par une force N, susceptible du 
meme effet , et par conséquent normale en m au boulon, 
771 désignant le point où celui-ci touche le levier. Le 
système sera donc tenu en équilibre par quatre forces; 
savoir: i“. la résistance B; la force M qui lui fera 
équilibre , et qui sera sur le point de prévaloir sur elle; 
3 °. une puissance JV normale en m au boulon ; 4 “- la force 
du frottement (lao) qui est=fN, et qui a sa direc- 
tion tangente en ttj à l’axe : cette force tend à faire tour- 
ner le levier en sens contraire de M. Pour exprimer 
les conditions d’équilibre , il faut recourir aux équa- 
tions (^) n“. ii 3 : faisons donc passer par le centre Zl, 
pris pour origine , la droite Bx parallèle à M ; ce sera 
l’axe des x, les abscisses positives étant comptées de B 
vers X. Soient « et < les angles que forment avec cet 
axe, les directions de jR et de iV ; et m , r les perpen- 
diculaires , B A. Les équations (0) deviennent ici 

M R cas a = N cos f J N sin t, 

R sln te ■= N sin 6 ~/N cos t , 

3 Im = Rr -f- bfN. 

Le.s signes des termes sont fixés d’après les considéra- 
tions développées n*”. :i4 et 26 en ayant égard au sens 
suivant lequel chaque force agit. On peut faire servûr ces , 
équations à trouver M , N et t : en effet , la somme des 
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carrés des deux premières est Fi^. 

+ O.MR cos « 4- JR' =iV' ( 1 +y* )• 

\ 

Expression qui donnera N quand M sera connue. En 

Mm — Rr . , , , 

substituant pour iV sa valeur — tifee de la trot- 

sièine équation , et faisant , pour abréger 

I -!-/■' I 

9 > = — ^=i + — , ona 

(^’TTi* — J’) M’ — aikfif (i'co»(<-j- 5 

d’où on tire , en résolvant l’équation du second degré 


^ mry’-|-^’cosadbiy'[^^’(m’-l-37nrcostt-l-^’)“^’*''^’*3 


Si les forces sont parallèles a = o, et on a 


M=R + ù' ± ( TW -f. r) 

7n'9’ — ù' 

• 

Ces deux équations peuvent se simplifier par une con- 
sidération particulière : comme on ne peut résoudre que 
par approximation les problèmes relatifs au frottement, on 
peut supposer que 6' est nul , puisque b est toujours 
fort petit par rapport à m etr: on a donc, suivant que 
les forces ont leurs directions quelconques ou parallèles , 


M= R rh — cos« 4- r')\ . . . 
m ni'q v v ■ i 


(«) 
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r*g. 57 ; 11 faut prendre , dans toutes ces formules, le signe supé- 
rieur pour le cas où la force M doit être sur le point 
de prévaloir, et le signe inférieur dans le cas contraire. 

Lorsqu’on ne fait point entrer le frottement en consi- 
dération, on peutausii traiter la question de l’équilibre par 
la méthode précédente : on voit que sans parler de l’élé- 
gance de celte solution, elle a beaucoup plus de généralité 
que celle qui a été donnée (84) , puisqu'on peut y re- 
garder comme inconnues trois quelconques des quantités 
M , R , a , < , A , 77? et r. Il bous suffira ici de faire /= o, 
et nous aurons y =oo , d’où 

M=Rx — — > = V + 'J.MR cos a. -j- R'") , 

r , , . 

l’expression M=Rx — comparée au.\ équations ( » et « 

montre de combien il/ doit être augmentée pour être sur 
le point de prévaloir , ou doit être diminuée pour faire 
.seulement équilibre , en ayant égard au frottement. 

Nous avons suppo.sé ici que l’axe ne fai.sait pas corps 
avec le levier; mais il n’en est {fc-s ainsi dans beaucoup 
de cas , tels que dans les canons , mortiers à bombes , etc. 
Alors cetaxe estmobile dans descrapaudincs fixes. 11 estaisé 
de reconnaître que le système est le même que ci dessus , 
excepté que. le point de contact étant à l’opposite en n; 
la force yJV, qui provient du frottement, doit être ap- 
pliquée en ce point, et dirigée en sens contraire. Ces 
considérations font voir que le problème est ici le même 
que ci-dessus , excepté que y doit y être mis avec un signe 
différent. Or , comme les résultats que rions venons 
d’obtenir ne rerifennent que /’, ils ont encore lieu pour . 
ce cas. 
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laS. Le problème de la poulie avec ou sans frottement , Fig. 5 > 
pourrait être résolu de la même manière ; mais il est plus 
simple de faire les deux bras de levier égaux, ou m = r, 
cette considération change les équations précédentes en 


costt±.J^/[]2m’9’(i-f-cos a) — i’sin’a] 

M=R. — J- > 


__ ^ m’ 2 mbq 

OU M=R ■ ■ ■ ■ — , 

TW’ÿ' 

suivant que les forces ne sont pas on sont parallèles.- 
Si on néglige A’, il vient 

‘ (i± — xcosi«), Y 

mq \ mqj 


126. On pourrait r^oudre le problèiric frottement 
dans le treuil de la même manière ; mais ici les forces, 
étant disposées dans l’espace , il faudrait appliquer les 
six équations ((^et i) n“. 11 5 . E’éliminption serait alors 
fort laborieuse ; et on aurait pour résultat upe équation 
du quatrième degré si compliquée , qu’elle ne pourrait 
être d'aucune utilité. Au reste , on peut appliquer ici , 
d’une manière assez exacte , ce qui vient d’être dit sur 
le levier, puisque si on projette tout le système sur un 
plan perpendiculaire à l’axe de rotation , on n’a plus à 
considérer que des forces dans un même plan , appliquées 
h. un levier. Nous ne nous dirons rien de plus sur cet 
objet. 

Pour traiter de la même manière la vis, en ay^nt égard 
au frottementi les équations sont si compliquées qu’eUçs,, 
sont de peu d’usage ; c’est pourquoi nous ne nous y arrê- 
terons pas. 

10 
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NOTE IV. 


Sur la roideur des cordes. 


127. Lorsqu’on emploie dus cordes dans des machines 
de rotation , elles îloivciU souvent cire capables de résister 
à un effort considérable", pour transmettre , sans se 
rompre » l’a cûpn du moteur: le diamètre de la corde 
doit donc entrer en considération. I.’fexpérionce a fait voir, 
que cet effort s’exerce suivant l’axe de la corde , en sorte 
que , s'il s’agit\d’une poulie ou d’un trè'inl, il faut ajouter 

• lerayoH'de la, corde à celui du cercle- que tend à dé- 
crire la force qui la tire, (i’csl ce que nous avons déjà 
fait remarquer et ii ne" reste rien à dire à- Cet 

cgaftl’. ^ 

1 28. ' Comme, tés cordes ne sont pas parfaitement flexi- 
bles, lorsqu’on lés' emploie dans les machines, H faut 
augmenter la force qui doit être prépondérante : voici 
r'idéc qu’il faut* se faire de celte augmentation. Soient. 

Fig. 41. «leux forces ‘i* et jp' poulie; si ia puisfance 

remporte , il èst ejair que la corde GP' doit d’une part , 
sc'-'couiber cn C dans t’a gorge de la poulie , et de l’autrc_ 
se de'jd'oyer en *i/,' pour conserver la direction IIP de la 
puissance ’P. Ôr , si cette corde e.sl absolument rigide, ce 
double effet ti’a pas lieu , et d'un côté le poids V se 
trouve porté veiticalement au-dessous de quelque point 
de la droite horisoniale GE , ce qui rend le bras de le- 
vier de la force P' plus grand ; tandis qué de l’autre 
côté', celui de l’autre puissance serait au contraire rendu^ 
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plu.s petit: on n’aurait donc plus 2'= Q pour la con- ri^’. 
dition de l’équilibre. 

Si la corde n’est qu’en partie rigide , l’effet ci-dessus’ 
'indiqué n’a pas lieu en entier : on a observé même (jUc 
dans la pratique , le raccourcissement du br.is_ de levier 
EU est sensiblement nul ; c’est-à-dire qu’on peut ne pas 
avoir égard à celui des deux cfTets, qui est produit par 
le défaut de flexibilité de la partie UIP correspondante 
.à la force P, qui -est supposée prévaloir. Ainsi pour 
Jaire entrer en considération la roideur de la cordc em- 
ployée dans une machine , il ne Jaut tju'au^menter le 
bras de levier de la résistance P' d’une quantité con- 
venable q. 

11 reste maintenant à connaître cette quantité q ; pour 
cela , observons qu’une corde résiste par deux causes 
aux efforts qu’on fait pour la ployer. La première est due 
a la tension de la corde et lui est proportionnelle , elle 
sera donc = bP' ; la seconde est produite par son our- 
dissage, et on peut re'jiréscnter parc la force nécessaire^ 
pour la vaincre, c et i sont ici , comme on voit , des 
cocfficiens indéterminés. ^ Ainsi pour une même corde 
a -j- bP' pourra représenter la force nécessaire pour la 
fléchir. Mais si ôn prend une autre corde dont le dia- 
mètre VJ soit différent, on pourra dire que, toutes choses 
égales d’ailleurs , la force qu’on doit employer est pro- 
portionnelle à une certaine puissance n de VJ ; car la 
force nécessaire pour ployer une corde croît avec son 
diamètre : cette puissance décroît , au contraire , avec le 
rayon r de la poulie ; 


D" 

— (c + JPO 

pourra donc représenter la force nécessaire pour vaincre la 
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Fig. 4i.roideur de tonte corde : n est encore une quantité indéter- 
minée. Cette valeur est l’accroissement qu’on doit donner à 
la force P pour qu’elle soit sur le point de prévaloir; or on 
a d’ailleurs Pr=P'(r+ ç') : et comme dans le cas d’équi- 
libre P— •P' s=o, P — P'ouP'x est une autre va- 

r 

leur de cet accroissement ; en égalant ces valeurs on a 


d’où 


P" {a + bF)~P'ç, 


Cette équation n’est , il est vrai , fournie que par des 
considérations générales qu’on ne peut pas regarder comme 
rigoureusement représentées par notre analyse : cette 
expression renferme d’ailleurs des coefficiens inconnus , 
n, a, b, variables d’une corde à une autre. Mais il est 
un moyen de se convaincre que l’application à la pra- 
tique en est entièrement exacte, et de trouver la valeur 
numérique des indéterminées n , a b. 

On choisira une corde , et la ployant sur la gorge d’une 
poulie , on lui fera porter deux poids ; on augmentera 
l’un d’eux convenablement , on verra de cornblen il doit 
excéder l’autre , pour être sur le point de prévaloir : on 
aura ainsi une valeur de P — P', telle que A; d’où 
D" . 

( a + En réitérant plusieurs fois la même 

T 

expérience , et changeant de poids , de corde ou de poulie, 
on SC procurera autant d’équations semblables dans les- 
quelles les nombres n , a et £ seront les mêmes , et qui 
* comprendront seulement des valeurs différentes, mais con- 
nues, des quantités lit ^ et Ar. Trois de ces équations 
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serviront à faire connaître les valeurs de n , a et i à Fig. 4 i. 
l’aide de l’élimination ; en substituant ces valeurs dans 
les autres relations , elles devront être satisfaites d’elles- 
mémes , ce qui conduira à s’assurer si la formule (») 
a l’exactitude qu’on desire. 

Coulomb , à qui on doit cette ingénieuse théorie , a 
trouvé que la quantité n était ordinairement i , 7 ou 1,8, 
et que par conséquent la résistance était à-peu-près pro- 
portionnelle au carré du diamètre de la corde ; mais elle 
varie d’ailleurs, et devient même i, 4 lorsque la corde 
est très-usée. Voici les résultats auxquels il est parvenu 
exprimés en poids anciens : 


Corde 

blanche. 


f £)n liv. 2)n lir. 

deSofilsdecarret y.a = ^,ï.. ix 100= 91 

r r 

deiSfils = 1 , 2 .. = 5,1 


(^de 6 fils 


= 0 , 2 . 


2,2 


Corde (deSofilsdecarret =6,6.. 

^goudron- (Jej5f,i5 =2,0.. 

née. i , 

\de 6 fils. = 0,4.. 


=11,6 
= 5,6 
= 2,4 
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Sur les roues dentées. 


ris. 46. Nous avons assigné dans le n". loo, le rapport qin 

doit exister, dans le cas d’équilibre d’un engrenage, entre 
les forces qui agissent sur les roues extrêmes : mais 11 
est souvent utile d’en évaluer les vîtes.scs , qui sont fort 
inégales. En effet les roues n’accomplissent pas un tour 
entier dans le même tems; car la roue li étant .supposée de 
loo dents , et le pignon a de lo ailes, à chaque tour de la 
roue A et de son pignon , la roue B ne fait que le dixième 
d’un tour. J)e sorte qu’il faut lo tours du pignon a pour 
que la mue B fasse un tour entier, et ainsi de.s. autres. 

^ Soient ç' , tf" ^ les nombres.de dents des roues, 
fc', les nombres d’ailes des pignons; N', JV*...iVi") 

les nombres de toïirs que font en même tems ces diverses 
roues. Après N' tours , le pignon a aura fait passer N' k’ 
ailes dans les dents de roue B ; pareillement cette roue 
faisant dans le même tems N" tours, aura fait passer 
dents dans les ailes du pignon a : or il a dû passer autant 
de dents de la roue que d’ailes du pignon ; donc on a 
N'k’ =. ’N"q" ; et^aisonnant de même pour les autres 


roues , on trouve 


a W h' =N" q'f 


b N" =N"> f 


pour le pignon . . / c 


z=N""q'"' 


Y — ^ 

I etc etc. 

avant-dernier. 
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On peut, comme, ci-dessus, mukiplicr ccs équations deux Fig. 46, 
à deu.x, trois à trois, etc. pour connaître les nombres de 
révolutions que font les roues dans le même tems. 

Si on les multiplie toutes, on a 

N'k'kHk" .... iî"- ') = J\’>) (1^1 f'f ' .... 9(«). 

Ainsi les. nombres de tours dé la première et de la der- 
nière roue sont entre eux comme le produit des nombres 
de dents des roues est au produit des nombres d’ailes des 
pignons-. On ob.serve qii’ici A'i") et <j' n’entrent pas, parce 
qu’il n’y a ni dents à la première roue , ni ailes au der- 
nier pignon , ou du moins parce qu’ils sont inutiles à 
l’état du système. 

En général notre équation sert à résoudre ce problêrric: 
de ces quatre choses , les nombres de tours de )a première 
et de la dernière roue, les nombres de dents des roues et 
de leurs pignons , trois étant données, trouver la quatrième. 

On peut donc se servir de cette équation pour trouver \cJ 
nombres de dents et d'ailes d’un rouage , en supposant 
connus les nombres de tours de la première et de la 
dernière roue : mais on voit qu’ici le problème est trè.s— 
inJi-tci miné , car il consiste à trouver (outre le nombre de 
roues qui est arbitraire ) A', A''. .. .Av"~';, q" , q'" , . . . q{’*) , 
étant données N^") et N' ; mais comme ccs valeurs sont 
toutes entières , cela particularise un peu la question. 

Si , par exemple , on veut employer quatre roues , et 
faire en sorte qn’.à chaque tour entier de la première 1), 

( à lacjuelle on suppose le moteur 11 appliqué ) la der- 
nière A , en fasse n 20 : on fera N"’ = i , N' — 112 . 0 , 
et notr^quation deviendra ii 20 .k' .k'' .h'" .—q'^ .q'" .q'''. 

On peu^ se donner arbitrairement quelques-unes de ces 
quantités , mais il faut ensuite déterminer les autres de 
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Fig. 46. sorte qu’elles soient entières : ( consultez mon Gjurs de 
Mathématiques, n"*. 117 et 546). On aura soin de prendre 
les valeurs de y*, ÿ'". . . . plus grandes que k', k'< ... . et 
‘ entières. 

Soient prises , par exemple , pour k", k'", ij'", y*’’, les 
valeurs respectives 10 , 12, 80 et 84 ; notre équation sera 
réduite à 2.0k' On est conduit à une équation in- 

déterminée , qui, traitée par la méthode connue, admet 
pour k' toutes les valeurs entières et pour ç'' des nombre» 
ao fois plus grands ; par exemple /c' = 4 î = 80. ^ 

Les applications qu’on a faites de ces principes à l’hor- 
logerie sont très-ingénieuses ; mais ce n’est pas ici le lieu 
de nous en occuper : on les trouvera développées dans mon 
Traité de mécaniqne , n®*. n4 et n5. 


FIN. 
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CHxiPITRE PREMIER. 

De l’équilibre en gënérai.. 

I. Proportions fondamentales, 

1 et 3. DéCnitions des corps solides et fluides, de l'espoce, 
du mouTement et du repos. t 


3 et 4- De le force ou puissance , sa direction et son intensité. a 

5. Déni puissances égales et directement opposées se détruisent. 3 

6, 7 et 8. Des composantes et résultantes. 4' 

g. Deux forces qui agissent suiram la même droite et dans le même 
sens , ont une résultante égale it leur somme. 5 


10 , La r<?snltante de deux forces opposées est dirigée dans le sens 

de la plus grande , et égale h leur diiTcrencc ; cas où elles se 
de'tmisent. 6 

1 1 . Moy e n d'introduire les forces dans le ‘calcul et de les ïq) rc- 

senter par des nombres, des longueurs , etc. J 

13. La résultante de forces (jui agissent suivant la même droite 
est égale h leur somme. Ce qu’on doit entendre par forces né- 
gatives. % 

i3. Dans tout système de forme invariable, on peut clianger les 
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points d'application des forces. Des obitaclcs propres k détruire 
les puissances. ‘ S 

2 . Parallélogramme des Jorces. 

34 ot i5. La lésu'lante de deux forces qui conconrent est situé 
dans leur plen , et dans l’angle que foriiiem'.kurs directions: 
si l’une de ces forces croît seule , la résultante se rap[)r<Hlie do 
sa direction ; et si les puissances sont ég.Tles , la résultante di— 
vLse en parties égales l’angle qu’elics forment entre elles. tj 

)G et 17. Eechetclie de la ré nltante de deux forces qni concou- 
n nt ; elle est représentée en grandeur et en direction par la 
di.rgonale du parallélogramme construit stir des longueurs pro- 
portionnées aux com])Osanles et prises sur lems directions. Ib. 

18. Trois forces en cquiliGre^ ou deux composantes et leur ré- 
sultante , sont telles que cliacnne e.st proportionnelle au sinus de 
l’angle formé j>ar les directions des deux autres , et peut être 
rcmjdaci'c par icÈ sinus. • ' ^ ^ 

Quelques cas particuliers. 

Pour flccomposcr une forçc en deux autres de dirccüons rec- 
tangulaires, on trouve que chaque composante est le protluit de 
la loree donnée par le cosinus de l’angle que ces piiissanees 
forment entre elles. ■ ' • , 

3. Des Forces qui concourent en un même point. 

1 

iff. Construction qui sert b déterminer la résultante d’un système 
de forces. , i5 

20. Trois forces repriâientées par les arêtes qui forment l’im des 
angles triedres d’un parallclipipcdc , ont leur résultante repré- 
sentée en gi-judcur et en direction pir la diagonale de ce pa- 
rallélijapéde. • •• ,6 

2!. L’étcrmincr la résultante de trois forces qui concourent dans 
l'csjiace, ou décomposer une force en trois autres. •" 17 

Note. Démonsiraliou de deux théorèmes do géométrie analy- 
tique. Ib. 

92 et 93. Coin position analytique de pliuieurs puissances en une 
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scale , et équations d'équilibre , lorsque ces forces sont situées 
dans le niéiiie plan. 

34 • On doit regarder comme positives les composantes qui , dans 
le sens d’un axe , tendeut à augmenter la coordonnée du point 
collieité parallèle à cet axe^ et comme négatives les compo- 
santes qui tendent h diminuer cette même coordonnée. 

Antre moyen plus analytique de déterminer les signes. 

u 5 et 36. [ e moment de la résultante d un système de forces 

qui concourent et sont dans le meme plan , est égale h la somm* 
des niomcns des composantes. 

On prendra avec des signes contraires les momens des forces 
qui tendent à faire tourner en sens contraires , autour de l’ori- 
gine des momens supposée fixe. L’idée de rotation n'est ici 
qn’accessoire. 

a^. l a somme des momens des forces qui tendent h faire tour- 
ner dans un sens est égale à la somme des momens de forces 
qui tendent à faire tourner en sens contraire ; 1®. quand il y a 
équilibrej a®, lorsque l’origine des momens est prise sur la di- 
rection de la résultante. 

uS , 39 et 3 o. Composition analytique , et équations d’équilibre de 
forces qui concourent et sont situées dans l'espace. 

4. Des Forces parallèles. 

3 t. La résultante de deux forces parallèles leur est panillclc , est 
égale à leur somme , et cou|>e la (bnitc d'application en par- 
ties recipri'ques aux composantes. 

3 a. Décompo.ser une force en deux antres parallèles. La résultants 
de deux forces parallèles qui agissent en sens contraire est 
égale à la diiférence des composantes , et agit dans le sens de 
la plus grande : elles sont aussi réciproques b leurs bras de 
levier. Cas oii ces forces sont égales. 

33 . Trouver géométriquement la résultante d'un système de forces 
parallèles. 

Dans tout système de forces parallèles , il y a un point , 
qu’on nomme leur centre , qui ne change point et par lequel 
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pane toa]onn leur létultantc, lorsqu'on les fait tnnmer sur 
leur point respectif d'upplicalion , en conservant leur parallé- 
lisme et leurs grandeurs, ou eu faisant voiier propordonncl- 
Icment lenrs intensités. 3^ 

34 , 35 et 3G. Le moment de la résttltante de deux forces parai- * 
lèlcs est égal h la somme des momens des composantes. De 
ce qu'on doit entendre par force négative et moment négatif. ifr. 

37 . Composition par analyse des forces parallèles agissant dans 

l'espace. La résultante est parallèle aux composantes, égale à 
leur somme: coordonnées du point où elle est appliquée. 3y 

38. De ce qu'on doit entendre par les momens des forces paral- 
lèles relarivement à nn plan. 3 q 


3g. Coordonnées du centre des forces parallèles. 4® 

/| 0 . Lorsque des puissances parallèles sitnées d.nns l'espace sont 
en équilibre , elles doivent satisfaire aux conditions qu'expri- 
ment trois équations. 4^ 


5. De la Décomposition des forces. 

4 >. Moyen général pour décomposer une force en plusieurs au- 
tres. Ce problème est ordinairement indéterminé. 4^ 

6. Des Pressions sur les points et sur les axes fixes. 

4a. La presÂon que des forces exercent sur k point ou sur 

, Taxe fixe qui relient le corps qu'elles sollicitent , est <%ale e 
opposée ù la force qu'il faudrait iutroduire dans le système, 
pour y produire l'équilibre, sans le secours de l'axe ou do 
point fixe. 44 

43 . Des pressions exercées Sm- les deux appnis qni reticonent 
l'uxe fixe , autour duquel le corps est assujetti ù tourner. Ib, 
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CHAPITRE II. 

De la pesanteur et du centre de gravité. 


I . Propositions générales. 


Ttgt. 


44 , 45 1 4^ 47* Dcüniüons (k I 9 gravik, du poids, de la masse, 

et de la densité. 45 

4 s. Le rentre de gravité d’un corps est le point par lequel passe 
la résultante de tous les elTocts verticaux , exercés sur chaque 
molécule par l’action de la pesanteur , quelle que soit la posi- 
tion du corps. Diverses propriétés de ce point. 4^ 

4q et 5o. Coordonnées du centre do gravité de tout s^^téme ) 
pesant. Conditions qui expriment que ce point est situé à 
l’origine. 49 


2 . Du Centre de gravité du périmètre des figures 
rectilignes. 


Si. Le centre de gravité d’upe ligne droite est situé en son milieu. 5t 

' 5a. Double moyen d’obtenir le rentre de gravité du contour d’un 
polygone rectiligne quelconque. Ib. 

3. Du Centre de gravité des aires planes et rectilignes. 


53. Le centre de gravité de tout parallélogramme est situé h l’in- 
tersection de ses diagonales. 5 a 

54 et 55. Le centre de gravité de tout triangle est sitné sur la 
ligne menée du milieu de la base au sommet , et au tiers de cette 
ligne , ^partir delà base. . 53 

56. Le centre de gravité d’un trapèze est situé sur la ligne qui 
joint les milieux des deux cdtés parallèles ; on la divise en 
trois parties égales , et I* ])oint qui coupe la division du milieu en 
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«leui parti?» réciproques h ces cfltés est le centre de gravité 
du trapt-ze. 55 

S 7 et 58. Double nif) 3 ’en d obtenir le centre de gravite de l’aire 
«l’un poly);onc rcTtili{;ne ou d'un polyvdre quelconque. 56 


4- Du Centre de granité des polyèdres. 

5(). Le (Mîiitru de gr;>vité d’un paralléli|>ipcde est à l’intersection 
du «■•!« diaRonales, 67 

60 et 61 . t u centre de gravité «l’un prÎMiic quulcontjuc est au 
niilieii de la li;^iie <jui joint lu;i cciiues de s'uvité de s«» 
Lus«.‘a. /L 

6a et 63. Jx centre de pravite’ de toute pyramide est situé an 
quart , h partir «le la base , «le la droite menée du sommet 
au «entre de pravité «le celte base. fil 

64 . Atojcn d'oUeiiir le ccntie de gravité «le tout polyèdre, et 
même , {lar approximation, de tout corps. fia 


CHAPITRE III. 

Dks machines. 

65. Définition des macliines ; usage anquel elles sont destinées, /t. 


L. Dfs Cordrs. 

06. Des machines funiculaires. Les cordes se comportent «lans tout 
système comme si elles élaieiit «les verges rigides , mais les 
puissances «loirent néces.sairement les tirer ; tensions qu’éprou— 
vent les cordes. 63 

67 . Des corilcs qui se réunissent en un ni«*mc noeud. 64 

CS. De l’«'quililire «lans tout [Kjlygone funiculaire plan. Si « dé- 
signe le mmilvre «les cor«ions , on a a n — a , tquations de con- 
«litiou auxquelles les quantités «jui cmreui daus le systénic 
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doivent salisrairc : il faut <j>tc a« de ces quantités soient anniiees , 
et — 2 inconnues. 64 

69. Si toutes les forces sont données , ainsi que l.« figure du po- 
lygone , il y a senieiiient deux équ liions de conditions qui rx- 
priuiciU (jUe ces forces seraient en équilibre , si on les trans- 
portait par.dlèlcnicul prmr les faite agir sur le niénio point. 
Moyen de détermiiior dans ce ctis les tensions des cordons. 66 

Cn peut toujours établir l’équilibre dan» un polygone fiuii- 
cnlaire, en y iiitroduisml une nomcllc force partout 00 on 
veut, pourvu qiiello satisfasse à la condition précédente.' fit) 

yo. Cas oit le polygone funiculaire est situé dans difitrens plans. J h. 

qi. .Si ruiic des extrémités 3 n cordon qui forme le polygone est 
fixe, réqiiilibic est toujours jHjssible. Pression que ce point 
«•prouve. Ib. 

On ne peut tendre une corde jiesame patniitcraent eu ligne 
droite. . . 

I 

2. De l’Equilibre d’un corps qui ne peut se mom'oir que 
sur une surjace , et cn particulier sur un Plan. 

y 

^ 3 . Pour que des forces retiennent un {loint matériel cn équilibre 
sur un plan , il est necessaire , et il suffit que leur résultante 
soit perpendiculaire au plan. 51 

Lorsque le point n’est sollicité qae par deux forces, il faut 
pour l’équilibre deux conditions ; i». que le plan de ces forcés 
soit pcr[>endienlairc au plan donné ; que les composantes 
des forces dans le Sfeu-s du plan soient égales. liquation q i ex- ' 
prime cette dernière condition. 

ï 

^ 5 . Valeur de la prt-isioii qu’éprouve le plan sur lequel le point 
est retenu en cquiliiiie. ih'. 

qC. Pour «jn’une force retienne un point pesant sur un plan in- 
cliné, il faut 10. que le plan vertical qui passe par 1.» force 
soit perpendiculaire au plan incliné ; a“. que la condition qu'ex- 
prime une «quation ait lien. 78 

77 et 78. Cas oit cett» force est Lorlsontale ou agit d.\ns le sens 
du pIuM. Ib. 
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^9 Le poids , la puissance qui le relient en équilibre sur un plats 
incliné , et la pression que ce plan éprouve , sont respcctivc- 
nu'iit proportionnels aux cosinus des angles formés par la direc- 
tion de la puissance avec le plan incliné, par ce plan avec la 
verticale , et par la puissance avec l’horison. En sorte qu'étant 
données trois de ces cinq quantités , le poids , la puissance , 
sa direction, la pression et l’inclinaison du plan, on peut tou- 
jours trouver les deux autres. 

6o. Deux poids en équilibre sur deux plans inclinés adossés sont 
entre eux comme les longueurs de ces plans. 

8i. Lorsqu’un corps ne louche un plan qu’en un point, il faut 
pour l’équilibre , non-seulement que la résultante des forces 
qui le solbeûtent, soit perpendiculaire b ce plan ; mais encore 
qu’elle passe par le point de contact avec le corps. 

Pour que deux forces retiennent en équilibre un corps placé 
sur un plan, il faut qu’elles remplissent quatre conditions j 
savoir: i°. qu'elles soient dans un même plan ; 2 °. que leur ré- 
sultante ne laisse pas tous les appuis d’un même côté ; la 3'. 
et la 4*- snut les mêmes que pour nn point. 

S’il s’agit d’un corps pesant , retenu par une force en équi- 
libre sur un plan incliné , il faut i®. qu’elle rencontre la ver- 
ticale qui passe par le centre de gravité de ce corps ; 2 ®. que 
la perpendiculaire menée de ce point de rencontre sur le plan 
incliné tombe dans l’intérieur de la base sur laquelle ce corps 
est posé : il faut en outre les deux mêmes condiûons que pour 
un point pesant. 

8a, De la pression qu’éprouve chaque point de conuct d’un corps 
avec un plan : ce problème est en gênerai indéterminé. Du centre 
de pression. 

83. Lorsqu’un corps pesant est en équilibre entre deux plans in- 
clinés , il faut que leur intersection soit horisontale et perpen- 
diculaire au plan qui passe par le centre de gravité du corps 
et les deux appuis. Pression qu’ils éprouvent. 

3. Du Levier. 


P.-ije. 




ib. 


ib. 


ib. 




84. Pour l'équilibre de deux forces qui agissent aux extrémités 
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â'une tcrge inflcxille relcnue en nn point fixe ; il faut trois 
conditions, i°. que les deux forces et le point d'appui soient 
dans un m^qne plan ; que les forces tendent à faire tourner 
le levier dans des sens contraires ; 3 °. que leurs momens par 
rapport au point fixe soient égaux. 8o 

85 . Si les deux forces sont parallèles, cette dernière condition 

revient !i dire que les puissances sont en raison inverse de leurs 
bras de levier. 8i 

86. Des divers problèmes qu'on peut se proposer sur le levier. Ib. 


87. De la pression qu'éprouve l’appui fixe. De ces cinq quan- 
tités , la force motrice , la résistance , la charge de l’appui et 
les directions de ces forces , trois étant données les deux autres 
s’en suivent. 8t 


88. Si le levier est simplement posé sur son appui, la résultante 
doit être normale au levier. 


8x 


89. Les (rois genres de leviers , n’en forment , h proprement parler, 
qu'un seul. Ib. 

go. Du cas où le levier pesant. . ■ - 83 

gi et ga. De la romaine et de la balance. Si la balance est inexacte, 
le poids est moyen pro^Ktrtionnel entre les deux poids qui lui 
font équilibre , en le changeant de bassin. 84 


4 . De la Poulie. 


g 3 . Pour l'équilibre de la poulie fixe, il ne faut que cette seule 
condition , que la puissance soit égale à la résistance ; en sorte 
que cette machine ne sert qu’ù clianger la direction des forces. 85 
Si la poulie est mobile , il faut deux conditions pour l’équi- 
libre : 1°. la force qui agit sur l’axe doit rencontrer l'arc em- 
brassé par le cordon en son milieu ; 3 °. l’intensité de cette puis- 
sance est h celle de la force qui tire le cordon , comme la 
corde de cet arc, est an rayon de la poulie. Cette dernière 
condition s’exprime par une équation très-simple. 86 

g 4 . Conditions d’équilibre d’un système de poulies mobiles. 87 
g 5 . Si les cordons sont parallèles , la force eu à la résistance , 

II 


) 
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comme runilé est à la puissance de a mariée par le nomtire 
des poulies mobiles. 

yG. Des poulies moufïlécs. Si les cordons sont parallèles, c’est- 
h-dire si les rayons des jx>ulies croissent en progression , dont 
la différence est le rayon de la plus l)ctile poulie , le poids est 
e'gal' h la puissance multipliée par le nombre des cordons qui 
aboutissent It la monflle mobile. 

Cas où les directions des cordons sont quelconques. 

. 5. Du Treuil. 


P «je. 
88 


89 

Ib. 


97. 11 faut deux conditions pour l’équilibre d’un treuil; i«. que 

les forcés tendent h le faire tourner en sens contraire; a», que 
leurs momens par rapport i> l’axe soit égaux. 9a 

98. .§ur diverses espèces de treuils. ga 

59. Pressions qu’éprouvent les points d’appni qui retiennent l^e. 9S 
* - % 

6. Des Roues dentées. 


100. Lorsque plusieurs roues dentées engrènent chacune dans 
Je pignon de la roue suivante , qu’une force tend à faire tourder 
le système en agissant h la circonférence de la première roue , 
tandis que bi résistance s’oppose b oe mouvetnenl en agissant 
sur le dernier pignon , la force est h la résistance , comme le 
produit des rayons des pignons est au produit des rayons des 
roues. Pressions exercées sur les dents en contact. 

101. Cas où les axes des roues ne sont pas parallèles. 

7 . Du Cric. 


95 

98 


102. Dans l’équilibre du ctlc simple, la puissance est ù la résis- 
tance , comme le rayon du pignon est ù celui de la maui— ^ 
velle. Si le cric est composé, la force est b la résistance , comme 
le produit des rayons des pignons est au produit des rayons 
des roues par le bras de la manivelle. 
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8. I)c la Vis, 

. PoK'- 

lo 3 . Généralion de la vis et de l’écrou. 99 

io 4 io 5 . Dans IV'qailibre de la vis , la puissance est k la ré- 
sistance , comme le pas de la vis , est k la circonférence que 
la paissance tend k de'crire. 100 

4 

g; Du Coin. 

106. Lorsqu'une force est perpendiculaire k la tête d’un coin , 
il faut pour l’équilibre quatre conditions -, i ». que les per- 
pendiculaires élevées sur les faces aux deux points où elles 
touchent le corps dont on vent séparer les parties , se rencon- 
trent sur un des points de la force ; qne ce plan soit 
perpendiculaire k la tête du coin; 3 °. et 4 °. que la puissance 
et les efforts que le corps oppose k l’effet du coin , soient res- 
pectivement proportionneb aux côtés du coin auxquels ils sont 
perpendiculaires. io 3 

Cas où le corps est retenu par un axe , un point ou un 
plan fixes ; pressions qui en résultent. ro 5 

lO'j! Si le coin a pour base un triangle isocèle , la force est k 
la résistance, comme la tête du coin est k sa liauteur. 

lO. Des Machines composées. 

108. Moyen général d'exprimer les conditions d’équilibre d'une 

machine quelconque composés. 108 

109. Dans l’équilibre de la vis sans fin, la paissance est k la ré- 
sistance, comme le produit du rayon du cylindre par le pas 
de la vis , est au prodnit du rayon de la roue par la cir- 
conférence que décrit la puissance. 

xio. Des baquets. 


TO) 

Ib. 
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NOTE PREMIÈRE. 

Sur le parallélogramme des Jortes. 

«II. Ut-monstration analytique de ce ihëort-me 


NOTE II. 

De V équilibre d'un corps solide. 

113 . Lorsque des forces . situées dans un plan agissent snr une 
ligure dg forme iiivai-iable , la grandeur et la direction de leur 
résultante sont déterminées par les mêmes conditions , qne si ces 
forces agissaient sur un même point , parallèlement li leurs 
directions. Le moment de la résultante par rapport h un point 
qnelcoiique du plan est égal It la somme des iiiomens des com- 
posantes ; ce qui llxc la situation absolue de cette force et donne 
l'équation de la droite , suivant laquelle elle agit. llS 

1 13 . L'équilibre entre les forces dons on vient de parler est établi 
jioT trois conditions , dont deux sont les m^es que si ces puis- 
sances agissaient sur un point ; la troisième consiste en ce que la 
somme des moment des forces est nulle. i 3 1 

Pression qu'exerce sur uÂ aie Cxé en deux points, une force 
parallèle h cet axe. Ib. 

1 1 4 - Pour que des forces dirigées dans un plan soient en équilibre , 
lorsque le corps solide qu'elles sollicitent est retenu par 1 n point 
fixe j il faut que ce poiut soit situé dans le plan des iorces, et 
que la somme des momens des puissances qui tendent h faire 
tourner ce corps dans un sens autour de ce point , soit t^ale b 
la somme des momens des forces qui tendent h faire tourner en 
sens contiîùre. laa 

)i 3 . Lorsqu'un corps solide est retenu en équilibre par des forces 


P.'R-. 

III 
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Pa^e* 

ntnéct dans l'eipoce , elles doivent remplir six conditions , trois 

ex])riment que l’ctpiilibre aurait enrore lieu en appliquant ces « 

forces à un m^mc point , parallèlement à leurs directions. Les 

trois autres expriment que si chacun des axes coordonnés était 

tour-à-tour supposé fixe , l'équilibre aurait encore lien. laS 

11 6. Pour qu'un corps solide soit en équilibre autoot d'un axe 
fixe , il faut qu’en décomposant cha'cune des forces en trois au- 
tres rectangulaires , dont l’une serait parallèle à cet axe , les 
deux groupes de composantes aient les sommes de lenrs momens 
égales par rapjmrt ù deux plans qui , passant par cet axe , 
seraient perpendiculaires à ces composantes.* Equilibre du levier 

en général et du treuil. ia8 

Pour qu’un corps solide soit en équilibre , lorsqn’Q est retenu 
par un point fixe , il faut que les forces remplissent les trois 
conditions auxquelles il serait assujetti , s’il y avait trois axes 
fixes rectangulaires passant par ce point. lag 

117. Lorsque l'équilibre n'existe pas dans un système de forme 
invariable , il y a en général deux résultantes , dont l’une est en- 
tièrement arbitraire. Cas où il n'y en ar qn’nne seule : équation 

de condition qui exprime cette circonstance. i 3 i 


NOTE III. 

Sur le Frottement. 

1 18. Dans les machines , on perd du côté du tenu , ce qu’on 
gagne du côté de la force motrice. i 35 

iig, 110. Des deux espèces de frottement. Il varie avec l’état des 
surfaces et la matière des substances qui frottent : il ne dépend 
pas dÿ l'étendue des surfaces en contact. 

Le frottement est proportionnel à la pression , il en est ordi- 
nairement le tiers , ou le quart. 1 3 y 

loi. Moyen d’avoir égard au frottement dans les calculs relatifs anx 
macliines. ~ l 3 g 
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NOTE IV. 


Sur la Raideur des cordes, 

laSt De la xnanicrc de faire enlrcr la roideur des cordes 
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WOTE V. 


Sur les Roues dentées,. 

laQ. Dans tont engrenage des rones avec des pignons , les nombre* 
de r^Tolqxions accomplies par la première et la dciTiièrc rouC) 
sont entre eux con^wig le produit des nombres de dents des 

, est au produit des nombres d^ ailes des pignons, iSo 
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